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AVANT-PROPOS

L’étude des procédés d’approximations dans la tradition mathématique de I’Occident
musulman peut étre réalisée uniquement a partir des manuscrits qui traitent de la science du
calcul aujourd’hui disponibles. Les documents, nécessaires pour développer d’autres aspects
de cette étude, sont encore inconnus. Dans le domaine de I’algébre, par exemple, il y a tres
peu d’informations au sujet de la résolution des équations de degré supérieur ou égal a trois. A
cela, nous ajoutons qu’aucun élément n’a été repéré, jusqu’a présent, concernant la résolution
des équations trigonométriques.

Le travail que nous présentons comprend un exposé détaillé de tous les procédés
d’approximation que nous avons repérés dans les ouvrages mathématiques, publiés en
Occident musulman dans la période allant du X® siécle au XV° siécle et qui nous sont
parvenus. Les formules d’approximation qui ont été énoncées dans un écrit du XI1X® siecle
feront partie de cet expose.

Ce travail contient aussi une édition des sections de certains ouvrages qui sont
consacrées au calcul approché ainsi que I’analyse mathématique de leurs contenus. Les
résultats d’une étude comparative ont été donnés au fur et a mesure de la présentation des
procédés. Nous avons également fourni des témoignages indirects, issus seulement de cette
étude comparative, sur la circulation de I’Orient vers I’Occident d’une partie de la tradition
arabe du calcul indien. Ce phénoméne n’est pas nouveau mais concernant notre sujet il est
particulier car certaines méthodes d’approximation, qui ont été abandonnées par les
mathématiciens de I’Orient, ont eu d’autres formulations plus intéressantes dans I’Occident.

Ces deux parties de notre travail sont précédées d’une introduction, dans laquelle nous
avons fait une présentation des différents procédés d’approximation connus de la tradition

mathématique de I’Orient musulman.

Les études recentes qui ont éteé réalisées autour de I’ceuvre arithmétique d’al-Khwarizmi
(m.850) et des travaux de Habash al-Hasib (I1X® s.), d’as-Samaw’al al-Maghribi (m. 1175), de

Sharaf ad-dine at-Tust (XI1° s.) et d’al-Kashi (m. 1429) ont été les éléments de base de

I’exposé présenté dans cette introduction. Nous présentons aussi des procédés nouveaux a

cette tradition. Certains ont été énoncés par Yadish Ibn lbrahim al-Amawi (XIV® s.) qui est

d’origine andalouse mais qui a vecu a Damas. D’autres ont été exposés dans I’ouvrage d’lbn



al-Majdi (m. 1447) qui est un traité sur I’arithmétique sexagesimale et qui s’intitule Kashf al-
haqa’iq fr hisab ad-daraj wa d-daqga’iq [Dévoilement des vérités sur le calcul par les degrés et

les minutes].

L’édition critique, que nous présentons, a éeté réalisée sur des fragments des textes
mathématiques que nous avons utilisés dans notre étude sur les procédés d’approximation
contenus dans les ouvrages mathématiques arabes du X°® siécle au XV° siécle, publiés en
Occident musulman. Ainsi qu’un fragment d’un ouvrage rédigé au XIX°® siécle. Parmi les neuf
textes que nous avons choisis quatre sont déja édités ou en voie de I’étre. Nous allons les citer
en les classant suivant les périodes de leur rédaction et en indiquant les folios que nous avons
analysés :

La premiére catégorie comprend les écrits suivants :

1- Al-Hassar : Kitab al-Bayan wa t-tadhkar [Le livre de la démonstration et du rappel],

Ms. Rabat, B.G., n° 917Q, pp. 77-78%.
2- Ibn Mundim : Figh al-kZisab [La science du calcul], Ms. Rabat, B.G., n° 416Q, pp.

410-417%.

3- Ibn Haydar : Tukfat at-tullab wa umniyat al-4ussab fi sharkz ma ashkala min Rafd al-
hijab [La parure des étudiants et le souhait des calculateurs sur I’explication des difficultés du
Rafo al-hijab], Ms. Vatican, n° 1403, ff. 39b-40a°.

Dans la deuxieme catégorie, nous classons les commentaires du Talkhis [L’Abregé]
d’lbn al-Banna (m. 1321) :

4- lbn Zakariyya: Hayt an-nigab badda rafd al-hijab dan wujizh admal al-hisab

[Abaissement de la voilette apres le lever du voile sur les formes des opérations du calcul],
Ms. Tunis, B.N., n° 561, ff. 49a-60b.

5- Ibn Haydar: At-Tamhais fi shark at-Talkhis, [(Livre) de la clarification sur le

commentaire de I’Abrégé], Ms. Rabat, al-Hasaniya, n° 252, pp. 28-38".

! - ZOUBEIDI, M. : Kitab al-bayan wa t-tadhkar d’al-Hassar [Le livre de la preuve et du rappel d’al-Hassar],
Magister en Histoire des Mathématiques, Alger, E. N. S. de Kouba, Magister en préparation.

2 - HARBILI, A. : "Quelques proceédés d’approximation dans les écrits mathématiques maghrébins des Xlle-
XIVe siécles”, Actes du 7™ colloque maghrébin sur I’histoire des mathématiques arabes, (Marrakech, 30
mai — 1° juin, 2002), Marrakech, E. N. S, Imprimerie al-Wataniya, 2005, vol 1, pp. 157-199. LAMRABET,

D. : Figh al-#isab [La science du calcul], Rabat, Dar al-aman, 2005.
2



6- Al-Ghurbi : Takhszs l7 I-albab fi sharz Talkhis admal al-hisab [Spécialisation des

gens intelligents dans le commentaire de I’abrégé des opérations du calcul], Ms. Alger, B.N.,
n° 2712, ff. 100b-105a & Ms. Rabat, B.G., n°328D, pp. 420-429.

Dans la troisiéme catégorie, nous classons des écrits qui ont été rédigés dans des
périodes différentes : le premier a été écrit au XIV® siécle, le suivant au XV° siécle et le

dernier au XIX® siécle. Ces ouvrages sont :

7- Al-Qatrawani : Rashf ar-rudab min thughar adnal al-kisab [Succion du nectar des
bouches des opérations du calcul], Ms. Rabat, B.G., n° 416Q, pp. 82-87, 102-105.

8- Al-Qalasadi : Ghunyat dhawr I-albab [La richesse des gens intelligents], Ms. Alger,

B. N., n° 3313, ff. 12b-13b.
9- At-Tfayyesh : Shar/ al-Qalasadi [Commentaire (au livre) d’al-Qalasadi], Ms.

Ghardaya, Algérie, bibliotheque privée, bant yazguen, sans numéro, pp. 219-231.

Dans I’édition critique et I’analyse mathématique, nous avons adopté les conventions

suivantes :

CONVENTIONS DE L’EDITION CRITIQUE
1- Les points diacritiques ont été rétablis sans étre signalés dans I’édition.
2- L’écriture de certains mots a été actualisée sans avoir signalé les modifications.

3- Nous avons signalé le passage d’un folio a un autre ou d’une page a une autre ainsi :

/1 [ 52 ] indique le début du recto du 52"°™ folio.

/1 [£51 ] indique le début du verso du 51°™ folio.

/1 [83] indique le début de la 83°™ page.

4- Dans le cas ou une interprétation géométrique intervient dans une section parmi
celles gque nous avons éditées, nous avons choisi de reproduire les figures geométriques vers
la fin du texte édité.

5- (...) le mot ou la phrase, inscrite entre les deux parenthéses, est ajouté au texte pour

faciliter la lecture et par suite la compréhension du texte.

$_ MOSLIH, A. : Tukfat ar-zullab wa umniyat al-kussab 7 shark ma ashkala min Rafdal-#ijab li Ibn Haydar at-
Tadilz [La parure des étudiants et le souhait des calculateurs sur I’explication des difficultés du Rafd al-hijab
d’Ibn Haydar at-Tadili], Thése de Doctorat, Rabat, Université Mohammed V, 2006.

% NIGHECH, J. : At-Tamhis f7 shark at-Talkhzs d'lbn Haydir at-Tadil7 ( m.816/ 1416), Etude philosophique,
analyse mathématique et édition critique, Thése de Doctorat en philosophie, Rabat, Université Mohamed V,
Faculté des Lettres et des sciences Humaines, 2006-2007.
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CONVENTIONS DE L’ANALYSE MATHEMATIQUE

1- [...] contient un mot, une phrase ou une référence en vue de compléter un
raisonnement ou d’en faciliter la compréhension.

2- Un segment de droite dont les extrémités sont les points, A et B, est représenté
par AB .

3- La surface d’un quadrilatere ABCD est représentée par (AC) ou AC est sa

diagonale.



- INTRODUCTION



I-1 Présentation générale

La recherche des outils et des moyens, qui permettent de résoudre par approximation
certains problémes mathématiques et astronomiques, a représenté depuis le IX® siécle le souci

constant des spécialistes du calcul indien et aussi de certains auteurs d’ouvrages d’astronomie

comme Habash al-Hasib (IX® s.) et al-Kasht (m.1429).

Les écrits, qui ont été publiés au neuvieme siecle, contenaient déja certains procédés

d’approximation. L’ouvrage d’al-Khwarizmi (m.850), sur le calcul indien, et le Zij de Habash

al-Hasib, en astronomie, sont deux témoins d’un travail qui était orienté vers la recherche de

méthodes pour approcher la valeur d’une solution d’un probléme quant elle n’est pas exacte.
A partir du dixieme siecle, I’intérét pour développer d’autres méthodes s’est montré de
plus en plus important et les résultats des premiéres recherches dans ce domaine étaient trés

significatifs. Plusieurs écrits ont été rédigés pour exposer de nouvelles procédures a la fois

pour améliorer les approximations et pour résoudre d’autres problémes. Aba I-Wafa (m. 998)
s’est intéressé a celui qui répond aux besoins des commercants de I’époque dans son ouvrage
intitulé Kitab al-manazil fi ma yahtaju ilayhi I-kuttab wa I-dummal min dlm al-kisab [Livre
des niveaux sur ce qui est nécessaire aux secrétaires et aux employés en science du calcul].

Dans ce traité, il a fait un exposé détaillé de quelques méthodes pour approcher la valeur des

fractions du type —, n étant un nombre premier supérieur ou égal a dix.
n

Dans un autre ouvrage qui est intitulé Kitab fo ma yahtaju ilayhi as-sanid min adnal al-

handasa [Livre sur ce qui est nécessaire a I’artisan en constructions géométriques], il s’est
intéresse aux problemes de constructions géométriques pour les artisans. 1l a proposé quelques
méthodes pour, d’une maniere approchée, les cotés de certaines figures géométriques comme
I’heptagone régulier. Puis, dans son analyse sur une méthode de découpage, utilisée pour
construire un carré a partir de trois carrés égaux, il a donné les valeurs approchées

suivantes~/300 ~ 17 +%, \200 z14+%. Abt I-Wafa n’a pas énoncé les formules, qui lui ont

permis de donner ces valeurs, mais I’étude que nous allons présenter nous aidera a définir les

procédés d’approximation qui permettent de retrouver ces résultats’.

- ABU L-WAFA : Kitab ff ma yahtaju ilayhr as-sanid min adnal al-handasa [Livre sur ce qui est nécessaire a
I’artisan en constructions géométriques], Al-0Al1, S. A. (éd.), Bagdad, Matbadat jamitat Baghdad, 1979, pp.
76, 147-148.



A partir du douzieme siécle, les nouveaux outils, qui ont été introduits dans le domaine
du calcul, ont donné naissance a des énoncés originaux complétant les anciens et permettant
d’atteindre des résultats plus précis. Aussi, sur une durée qui s’est étendue jusqu’au XV°¢
siecle au moins, plusieurs ouvrages de calcul et d’algebre ainsi que quelques épitres de
trigonométrie, qui contiennent une étude sur les approximations ou qui utilisent un calcul par
approximation, ont éte publiés. Certains d'entre eux nous sont parvenus.

Dans notre étude sur les procédés d’approximation en Orient musulman, nous avons
utilisé des éditions qui remontent au siécle dernier —c'est-a-dire le XX° siécle- et des analyses
récemment réalisées. Méme s’ils sont encore insuffisants, ces documents sont importants et
indispensables. 1ls nous ont permis de connaitre les différents procédés d’approximation qui
ont été utilisés en Orient. Ils nous ont aidés aussi a situer les périodes dans lesquelles des
changements qualitatifs ont été apportés au calcul par approximation au niveau de la
formulation et de la terminologie.

L’analyse de ces documents nous autorise a faire quelques remarques préalables sur un
des aspects de ce calcul en Orient entre le IX® siécle et le XV° siécle. Tout d’abord, elle
montre que ce sont essentiellement les ouvrages de calcul qui exposent ces méthodes. La
présence du calcul approché a été moins intense dans ceux de I’algebre et de la géométrie.
Mais dans le domaine de I’astronomie, on peut admettre que le besoin d’évaluer des nombres
fractionnaires ou des racines nieme ou méme des solutions des équations algébriques,
intervenants dans certains calculs astronomiques, a certainement nécessité un recours au
calcul approché. Mais les regles du calcul ne sont pas énoncées explicitement dans les
ouvrages astronomiques. Quant a la trigonométrie, qui est issue des mathématiques et de
I’astronomie, elle a contribué d’une maniere remarquable dans le développement et
I’élaboration de nouveaux procédés d’approximation. Une nouvelle méthode, basée sur le
calcul par itération, caractérisera ces procédés et les distinguera des autres, établis dans le
calcul indien.

Dans ce chapitre, nous présentons les différents procédés d’approximations qui ont été
énoncés, explicitement, par les spécialistes du calcul indien et ceux qui ont été utilisés dans la
résolution des problemes d’algébre, de géométrie et de trigonométrie. Cette présentation est
divisée en deux parties. La premiére porte sur les procédés d’approximation dans les ouvrages
de calcul. Nous distinguerons I’étude sur I’approximation des fractions de celle sur
I’approximation de la racine nieme. Quant a la deuxieme, elle est entierement consacrée aux
procédés d’approximation élaborés pour résoudre des équations cubiques. Nous distinguerons
les méthodes qui ont été exposées dans des ouvrages d’algebre et montrerons qu’elles peuvent

étre genéralisées et celles qui ont été proposées pour résoudre des problémes de trigonométrie.



I-2. Les procédés d’approximation dans les ouvrages de calcul de

I’Orient musulman (IX°%-XV?®) siécles

Les formules, que nous allons présenter, se trouvent dans les écrits mathématiques

suivants : Le calcul indien d’al-Khwarizmi?, lu & travers des traductions latines qui remontent

au XI1° siecle ; les ouvrages de calcul du X°® siecles, comme al-Fusil f7 I-hisab al-hindr [Les
sections sur le calcul indien] dal-Uglidist (X® s.)?, at-Takmila 7 I-hisab al-hindi [Le
complément dans le calcul indien] d'al- Baghdadi (m. 1037)*, Usal hisab al-hind [Les
fondements du calcul de I’Inde] de Kushyar Ibn Labban al-Jili® (m. 1024 env) et al-Manazil
as-sabd d’Aba 1-Wafa®. Ainsi qu’al-Kafr f7 I-hisab [(Le livre) suffisant dans le calcul] d’al-
Karaji (m. 1029), al-Qiwam f7 |-kisab [Le Qiwami sur le calcul] d’as-Samaw’al (m. 1175),
ar-Risala ash-shamsiyya f7 I-usil al-hisabiyya [L’épitre solaire sur les fondements du calcul]
d’an-Nishabari (X1V¢ s.)® et Miftah al-hisab [La clef du calcul] d'al-Kashi (m. 1429)°.

Nous présenterons, aussi, les formules d’approximation qui ont été exposées dans des
ouvrages publiés en Orient mais dont le contenu s’inspire de la tradition mathématique de

I’Occident musulman. Il s’agit particulierement du Marasim al-intisab f madalim al-hisab

2. ALLARD, A. : Muhammad Ibn Misa al-Khwarizmi, le calcul indien (Algorismus), Versions latines du Xlle
siécle, Bruxelles, Société des Etudes Classiques — Paris, Albert Blanchard, 1992.

- AL-UQLIDISI : Al-Fusil f7 I-hisab al-hind7 [[Les sections sur le calcul indien], SAIDAN, A. S. (éd.), Alep,
Université d’Alep, Institut d’Histoire des Sciences Arabes, 1985.

. AL-BAGHDADI : At-Takmila f7 I-hisab al-hindr [[Le complément dans le calcul indien], SAIDAN, A. S.
(éd.), Koweit, mansharat machad al-makhtatat al-darabiyya, 1985.

°- IBN LABBAN : Usil hisab al-hind [Les fondements du calcul de I’Inde], BAGHERI, M. (éd. & trad.)

Téhéran, Scientific and Cultural Publications Company, 1988, (partie arabe). Yousckevitch a signalé qu’une
traduction anglaise a été publiée dans: LEVY, M. & PETRUCK, M. : Principles of Hindu reckoning,
Madisoh-Milwaukee, 1966. Voir YOUSCHKEVITCH, A. P.: Les mathématiques arabes (VIlle-XVe
siécles), Traduction par M. Cazenaze et K. Jaouiche, Paris, Librairie Philosophique J. Vrin, 1976, p. 167,
note 30.

®. SAIDAN, A. S. : Tarikh dlm al-hisab al-darabi [Lhistoire de la science du calcul arabe], Partie 1 : Hisab al-
yad [Calcul digital], Amman, Jambiyyat dummal al-matabi6 at-tabawuniyya, 1971.

- AL-KARAJI : Al-Kafr f7 I-hisab [Le livre suffisant en calcul], CHALHOUB, S. (éd.), Alep, Université d’Alep,
Institut d’Histoire des Sciences Arabes, 1986.

8- ABASSI, A.: Le calcul de la racine n™ d’un nombre chez al-Hasan an-Nisabari (XIV¢ siécle), Alger,
Magister en histoire des mathématiques arabes, E. N. S. de Kouba, 2010.

- AL-KASHI : Miftah al-hisab [La clé du calcul], DAMIRDASH, A. S. & AL-HAFNAWI, M. H. (éd.), Le
Caire, Dar al-kitab al-6arabi, 1967. Saidan a fait un exposé commenté de certaines formules dans : SAIDAN,
A. S.: The Arithmetic of Al-Uqglidisi, Boston, Reidel Pub, 1978.
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[Les honneurs de I’affiliation sur les signes du calcul] de Yadish Ibn Ibrahim al-Amawi™ et du
Kashf al-haqa’iq f7 hisab ad-daraj wa d-daga’iq [Le dévoilement des veérités sur le calcul par
les degrés et les minutes] d’lbn al-Majdi™.

Dans la plupart de ces ouvrages, deux chapitres importants ont été consacrés pour
exposer le calcul par des méthodes d’approximation. Il s’agit du chapitre sur I’extraction de la
racine carree, de la racine cubique ou bien de la racine d’ordre supérieur d’un nombre. Et du
chapitre sur les fractions. Les procédés d’approximation, qui ont été énoncés dans le premier
chapitre, ont été introduits dans le but de compléter I’étude consacrée a la derniere opération
arithmétique sur les entiers, qui est I’extraction des racines carrée, cubique ou d’ordre
supérieur. Pour le second chapitre sur les fractions, il est important de signaler que certains
ouvrages, parmi ceux que nous avons cités, contiennent a la fois des procédés
d’approximation des racines carrée, cubique et parfois méme d’ordre supérieur des nombres
fractionnaires et des méthodes pour convertir des fractions.

La conversion est une opération qui consiste a exprimer une fraction en fonction d’autres
fractions. Celle qui nous intéresse dans ce travail utilise des techniques de calcul, qui ne sont

pas toujours justifiées ou méme signalées, et vise a attribuer des valeurs approchées a des

fractions qui sont irréductibles. L’étude qu’Aba I-Wafa a présentée sur ce sujet est

remarquable. Elle révéle un des aspects importants du calcul par approximation du point de vu
théorique et pratique.

Nous allons présenter ces différents procédés d’approximation en commencant par ceux

qui ont été exposes par Aba I-Wafa dans le but de calculer des valeurs approchées des

fractions dites sourdes*. Ensuite, nous exposerons la méthode d’as-Samaw’al, qui utilise les
fractions decimales pour résoudre le méme probleme.
Nous poursuivrons notre exposé avec des formules d’approximation de la racine niéme des

nombres entiers et fractionnaires.

10_ AL-AMAWI : Marasim al-intisab fr madalim al-hisab [Les honneurs de Iaffiliation sur les signes du calcul],
SAIDAN, A. S. (éd.), Alep, Université d’Alep, Institut d’Histoire des Sciences Arabes, 1981.

_IBN AL-MAJDI : Kashf al-haqa’iq f7 hisab ad-daraj wa d-daga’iq [Le dévoilement des vérités sur le calcul
par les degrés et les minutes], Ms. Alger, Bibliotheque Nationale, n° 1456.

12 _ Dans la terminologie arabe, on utilise I’expression kusir samma’. Une fraction est dite sourde lorsque son
dénominateur est un nombre supérieur a 10. Nous signalons qu’al-Kashi a utilisé I’expression « kasr
mujarrad » pour nommer tout types de fractions. Voir AL-KASHI : Miftaj al-hisab, op. cit., p. 78.



1.2.1. Les procédés d’approximation des fractions dites sourdes

Dans tous les ouvrages mathématiques de I’Orient et de I’Occident musulmans, les
fractions dites exprimables™ ont été distinguées d’un autre type de fractions appelées sourdes.
Aussi, dans le but de nommer une fraction, des régles ont été élaborées pour I’exprimer en
fonction d’autres fractions, choisies selon la nature du probleme posé. En Occident
musulman, c’est la présence du chapitre sur la conversion des fractions qui témoigne de

I’interét de ce probleme. La formule qui a été proposée pour le résoudre a été exprimée

. , . . 1
comme suit: f;=k.fo , f; étant la fraction qu’on veut convertiren f, ==,n>2. kest le
n

nombre obtenu par le produit (n.f;)™.
La méme formule a été proposée en Orient. Al-Kashi a, en plus, signalé que le principe

de cette formulation repose sur la notion de proportionnalité de quatre nombres™.

Quant & Aba I-Wafa, il s’est particulierement intéressé aux procédés permettant d’attribuer

des valeurs approchées a certains types de fraction sourde. Le probléeme qu’il s’est proposé de
résoudre, consiste a écrire une fraction, donnée, comme somme et produit de fractions dont le

numérateur est égal a 1 et le dénominateur variant dans I’ensemble{2,3,....,10}. Dans la
section, que nous avons analysée, il a aussi utilisé des termes liés au systeme monétaire qui

était en usage dans I’Asie centrale, comme le daniq®.

Dans son étude sur les fractions, al-Kashi a fait une description des différentes opérations sur
les trois unités : 1daniq = %dinars, 1sasij = 2—14dinars et 1shadira= % dinars. 1l a exposé une
méthode pour convertir une fraction simple'’ -qu’on écrit actuellement sous la forme

—, m<n et (mn)=1- qu’il a exprimée en fonction des trois unités citées, en fraction
n

3. Dans la terminologie arabe, on utilise I’expression kusir munzaga. Une fraction exprimable est une fraction

dont le dénominateur (posé toujours plus grand que le numérateur) est un nombre qui est compris entre 2 et
10.

¥ Al-6Ugbani a fait une description détaillée de ce principe. Voir HARBILI, A.: L’enseignement des

mathématiques a Tlemcen a travers le commentaire d’al-dJgbanz, Magister d'Histoire des Mathématiques, E.
N. S. d'Alger, 1997, p. 119, 322.

5. AL-KASHI : Miftah al-hisab, op. cit., p. 98.

1°. Dawaniq est le pluriel de danig. 1l est utilisé par les peuples d’Asie centrale et de I’Iran comme une unité de

monnaie représentant le % du dinar ou du dirham. YOUSCHKEVITCH, A. P. : Les mathématiques arabes

(VINE-XVe siecles), op. cit., p. 33.
7. Al-Kashi a utilisé le terme mufrada pour ce type de fraction. Mais avant lui, al-Baghdadi a utilisé le mot
munfarid. Voir AL-BAGHDADI : At-Takmila f7 I-kisab al-hindz, op. cit., p.102.
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sexagésimale ou en fraction décimale et inversement'®. Al-Kashi a signalé dans son étude que

certains spécialistes du calcul, sans préciser leurs noms, ont négligé des fractions dans leurs
calculs lorsque la nécessité I’exigeait. Lui méme a négligé des fractions dans certains calculs.
Pour le signaler, il a utilisé les expressions suivantes : « ... et on a laissé le reste » et « ...et

quatre cinquiéme de shadiza par approximation »*°.

Parmi les mathématiciens qui ont utilisé I’idée de négliger certaines fractions dans leurs
calculs, nous citons as-Samaw’al al-Maghribi qui a proposé une méthode pour écrire des
fractions sourdes comme somme de fractions décimales. Il a aussi précisé qu’a travers ce
procédé on peut calculer des valeurs approchées avec la précision que I’on veut. Son
prédécesseur kushyar Ibn Labban avait signalé le cas ou le résultat de la division d’un entier
par un autre comporte une partie fractionnaire. Et il a proposé de calculer une valeur
approchée de la fraction en divisant le produit de son numérateur par 60 par le dividende.
Puis, en répétant cette opération sur le reste de cette derniere division, Ibn Labban a déclaré
que le résultat final sera donné en fonction du fals de dirham ou bien du fals de fals de dirham
et ainsi de suite. Il a évoqué aussi son expression en minute de degré ou bien en secondes de
minutes de degré et ainsi de suite. Il n’a pas utilisé la notion d’approximation lorsqu’il a décrit

le processus dans la base décimale. Mais lorsqu’il a exposé I’opération dans la base

sexagésimale, il a adopté I’expression d’affinement de I’approximation?.

Nous allons présenter les différentes méthodes d’approximation qu’Abu I-Wafa a
utilisées dans le deuxieme chapitre de son ouvrage al-manazil as-sabd qu’il a intitulé 7

madrifat nisab al-addad as-summ bi t-taqrib [sur la maniere de connaitre les rapports des

nombres sourds par approximation]**. Nous exposerons au fur et & mesure les résultats de
notre analyse des différentes étapes de son étude. Nous terminerons avec un exposé sur la
méthode qu’as-Samaw’al a proposée dans le seizieme chapitre du cinquiéeme Livre de son

ouvrage al-Qiwami fz I-kisab al-hindr.

8. AL-KASHI : Miftah al-hisab, op. cit., pp. 79, 99-102, 127- 128.

5. Op. cit., pp. 126-127.

2_1BN LABBAN : Ugil hisab al-hind, op. cit., p. 78, 90.

2L_SAIDAN, A, S. : Tarikh dlm al-hisab al-darabi [L’histoire de la science du calcul arabe], op. cit., p. 116.
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Les méthodes d’Aba I-Wafa??

Le probleme qu’Abi I-Wafa al-Buzjant s’est proposé de résoudre est le suivant :

Ecrire une fraction du type % , a<b, b étant un nombre premier plus grand que 10,
sous forme d’une somme et produit de fractions exprimables®.
Pour cela, il s’est servi de la fraction % pour expliciter le procedé d’approximation, qu’il a

proposé a la place de celui qui était en usage. Mais avant de présenter son étude, nous

exposons la méthode égyptienne pour la décomposition de cette fraction en quantiémes pour
mieux situer le probléme :

3 1 1 1
— = 4| — 4+
17 17 \17 17

1 1 1 1 1 1 1
=—+| —+—+—+—+ +

17 \17 34 68 136 272 272

1 1 1 1 1 1
=t ——F—F——

16 17 34 68 136 272

Nous remarquons que cette décomposition peut étre généralisée puisque aucune
condition n’est posée sur les dénominateurs des quantiémes®*.

Le probléeme d’Abt I-Wafa est posé d’une maniere similaire mais avec une contrainte sur les
dénominateurs des quantiémes. Son idée consiste & décomposer T en somme de fractions
1 . . . S

b tel que b soit un produit de facteurs compris entre 2 et 10. Un calcul par approximation

s’impose pour résoudre ce probléeme car 17 est un nombre premier.

La premiere méthode

3 1(360) 1 10
S22 10+
17 60( 17) 60( 17)

22_ Pour présenter I’analyse des méthodes d’Aba |-Wafa, nous avons utilisé I’édition de Saidan : SAIDAN, A.
S. : Tarikh dlm al-hisab al-darabi [L’histoire de la science du calcul arabe], op. cit., pp. 116-119.

2. Youschkevitch a signalé que pour Abi I-Wafa la valeur des dénominateurs des fractions exprimables ne

dépasse pas le nombre 7. Voir YOUSCHKEVITCH, A. P. : Les mathématiques arabes (VIII1®-XV® siécles).
op. cit., p. 29.

2. parmi les ouvrages dans lesquels a été exposée cette méthode nous citons : BOYER, C. B.: A History of
Mathematics, New Jersey, Princeton University Press, 1985, pp. 14-15.
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Comme 10 >%(17) nous pouvons attribuer a la fraction 10 la valeur 1 et avoir

I’approximation : lo+% ~ 11.

Calculons alors17. 1+E 1 :
6 6\10
17. E+1 1 :3+Z 1 :3+i+1 1 2
6 6\10 6110 10 6110

Ainsi, I’erreur est par exces et vaut L + %(%}

s\ 10

. , 1 1(1
La premiere valeur approchée est x; =—+— 0

Affinement de I’approximation®

60

X " 1 1
D’apreés les calculs précédents, nous avons 3. —[10+£j

10+E=10+i 10.60 =10+i 35+i
17 60\ 17 60 17

Mais comme 5 < %.17 nous attribuons la valeur 0 a la fraction i .

Ainsi : i ~ i 1O+§
17 60 60

3 1 11 1 1(1) 1(1
—r —|10+=—+=|=—+-| = |[+=| =
17 60 4 3) 10 2\9) 6\8

%>. Dans I’édition que nous avons utilisée, le résultat de cette opération a été donné égal a trois et sept dixiéme.
. Abii |-Wafa n’a pas utilisé I’expression tadqiq at-taqrib qui est connue en Occident musulman et que M.
Souissi a traduit par [raffinement de I’approximation]. Mais, il a proposé de chercher une solution plus

précise en s’exprimant ainsi « Et si nous voulons que [la valeur] soit plus proche que celle-ci... ». SAIDAN,
A. S.: Tarikh dlm al-hisab al-darabz, op. cit., p. 117.
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1 1(1) 1(1j 9 2(1} 1(1} 1 1(1} 1 1(1} 27
Avec | —+=| = |+=| = |17 =24+—+—| = [+=| = |[+=| =| = | |+=| =| = .
10 2\9) 6.8 10 3\10) 4\10) 2\9\10 89110

N . 1 1(1) 1(1 - N
La deuxieme valeur approchée x, :E+§ 5 +E 3 est plus précise que la premiére.

Nous pouvons répéter le procédé sur le dernier reste de la division, qui est 5, pour avoir une

autre valeur plus précise :

1O+i 35+i :10+i 35+i 300
60 17 60 60\ 17

1O+i 35+i 300 :1O+i 35+i 17+E
60 60\ 17 60 60 17

Mais, comme 11>£.17 alors izi 10+i 35+E
2 17 60 60 60

) ) 11 1(1(1(1 1{1(1(1(1
D’ou la troisieme valeur approchée xg==| — |+ =| =| =| —= | | |+ =| =| —=| —=| —
4110) 2(6\6\10 31 6110(10\10

La généralisation du procédé®®

Nous pouvons généraliser cette méthode comme suit :

Soit la fraction % , a<b et b étant un nombre premier plus grand que 10.

a i(a_GOj i(aﬁ%j [avec a.60 > b]

b 60l b )/ 60
Sin >9 on pose g etonobtientizalJrl
2 b b 60
LA

~

: r ,
Sin <g on pose Elz 0 eton obtient

oo

. | , . a
Ainsi la premiere valeur approchée de la fraction 5 est:

27_ ’auteur a donné le résultat suivant « deux et cing dawaniq et neuf dixiéme et deux-tiers et un-quart ».
%_ En guise de généralisation, Abii I-Wafa s’est exprimé comme suit : Et de la méme maniére il faudra procéder
pour tous les nombres sourds restants. SAIDAN, A. S. : Tarikh dlm al-Aisab al-darabr, op. cit., p. 118.

14



n+1 . I
x1:16—0 ou bien X1:6_B selon les cas.

Nous repéetons ce procédé sur le reste r; pour avoir une deuxiéme valeur plus proche :

a 1 n 1 1 r1.60
—=—|qq+=|F—=lq+t—=| =
b 60 b) 60 60\ b

[avec .60 > b]

. b r . . a a, +1
Sirp > onpose Fzzl et on obtient I’approximation " [a1+ 2 j

. r _ N a
Sir, <% on pose Fzz 0 et on obtient I’approximation % ~ i(al +—2j

. . 1 ap +1 . 1 a
La deuxiéme valeur approchée est alors x, = %(al +22 j ou bien x, = —(al +—2j

selon les cas décrits.

Nous continuons & écrire la fraction sous forme :

a 1 1 1 (1,.60 1 1 1 ry
—=—"lq4+—_——|ay +—— =—|qq+—_——|ay+——-|az+—
b 60 60 60\ b 60 60 60 b

ou bien

1 1 az . b
X3: % a1+a 32+E SI r3 <E

Et ainsi de suite, nous poursuivons en multipliant le reste de la division((a;.60)+b) par 60 et
en divisant le résultat par b.

Ainsi, pour tout i la valeur approchée de la fraction est donnée comme suit :

% ~ a160_l +ap 6072 ...+ a; 607 i i1 < %

~ 3601 +2,6072 +....+(a; +160" si 1, >

N | T

a
b

15



La deuxiéme méthode?®

_a+u
b+u

oo

Remarques

a a+l . -
1- Lorsque u =1 alors b ~ il Mais, cette valeur n’est pas précise.
+

I, .
L obtenue a

2- Pour 0 <u <1, nous appliquons la formule ci-dessus sur la fraction

I’i+l
n

b+
n

une étape i en utilisant la premiere méthode, comme suit : EI ~

Ainsi on obtient I’approximation suivante :

o, 1
1 1 1 1 i+,
r —|y+—|ay+—|az.+—|a +
60 60 60 60 b4l
n

a
b

3- Pour u >1 on choisit une valeur de u pour laquelle (b+u) n’est pas un nombre
premier. 1l serait intéressant de le choisir de telle sorte que le nombre (b + u) puisse admettre

plusieurs facteurs dans sa décomposition en produit de facteurs.

Exemples :
1. 3344 20 avec 217234241
17 17+1 18 9 9 3 9

L’erreur commise est trop grande et vaut (g +%j %0,

1

3+
2- iz 2 11 (pour u =1). Avec 1.17=3+(gj
17 17+% 35 5 2 5 5

. . . 2
La aussi I’erreur, qui vaut e est trop grande.

2%_ Aba I-Wafa a signalé que cette deuxiéme méthode est celle qui était connue & son époque.
%0_ Abii I-Wafa a déclaré que I’erreur est trop grande en tenant compte des deux-tiers uniguement.
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3+1
3 7 2 11 1 1 1
— —— === (pour u ==).
17 17+% 120 60 6 6\10 7

Cette valeur correspond a celle trouvée a travers la premiére méthode avant de procéder

a son affinement.

1
3 3+—
4- — = N avec n >7.Plusn estgrand plus I’approximation est meilleure.
17 9742
n
Remarque™

Abt I-Wafa a remarqué que cette méthode est trop longue. C’est pourquoi il a proposé

de I’utiliser seulement pour compléter la premiére méthode :

3 1ot a5 2 )|~ L1042t g5 2HE
17 60" 60l "17)) e0l" 60l 1741

EREAPSRT oY
17 60 60 3

1

S5+ —
Ou bien izi 10+i 35+ 2 ||_ 1 10+i 35+g+l 1
17 60 60 17 1 60 60 7 5\7

"2

oubien > ~ £ (104 L[354 2 L TR SN |
17 60l 0l 1741)) Te0l "0l T g

Pour cette derniere valeur, Aba I-Wafa a ajouté une unité au dénominateur et a laissé le

numérateur inchangé. La valeur trouvée est meilleure et plus précise.

Al-Karajt a probablement utilisé cette méthode lorsqu’il a donné le résultat suivant dans

son ouvrage intitulé al-Kafz f7 |-Aisab :

V539 = 23+; 1(1j

2\ 6

3L_ Cette remarque prouve I’efficacité de ce moyen de calcul qui utilise les deux procédés a la fois.
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En effet, en appliquant le procédé d’approximation de la racine carrée, qu’il a énoncé dans le

méme ouvrage, on trouve /539 ~ 23+%.

Comme 47 est un nombre premier supérieur a 10, al-Karajt a d utiliser le dernier procédé

d’approximation qu’Aba I-Wafa a exposé pour approcher la valeur de la fraction sourde %

ainsi - 23+ 02234 20 _93, 5 93,1 111} e
47 47 +1 24 8 2.6

Abt I-Wafa n’a pas utilisé une terminologie qui pourrait suggérer une généralisation de

R . s e, o.o@ o a . : -
la derniére expression du procédé qu’on écrit b ~ bl Mais il est possible de vérifier la
+

précision de cette methode pour la fraction % et pour d’autres fractions aussi. Nous ajoutons

qu’il n’a fait aucune allusion a la nature des valeurs obtenues par les trois procédés. Nous

pouvons Vérifier qu’elle varie selon les cas :

1- Dans le cas rj,; < ] du premier procéde et dans le dernier cas, qu’il a présenté

comme remarque, elle est par défaut.

Effectivement, dans le premier procédé, nous avons :

% ~ a160_1 + a260_2 + e+ A 607" =Xp avec frj,q < g
Mais comme % =a;601 +a,6072 +.....+23;60” +ri%1.60‘i alors :
a

2y =T+ g0 > 0.
b b

Dans le dernier cas suggéré comme remarque, Aba I-Wafa a utilisé le principe suivant :

_ a
b+1

ol

a a a
Dans ce cas, nous avons —— >0.

b b+l (b+1p

2. AL-KARAJI : Al-Kafr fr I-hisab, op. cit., p. 122. Nous signalons que Sami Chalhoub a utilisé une formule
gu’il a attribuée a al-Qalasadi pour retrouver le résultat.
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2- La valeur approchée, calculée par la deuxieme expression du premier procédé, est par

exces. De méme que celle calculée par la deuxiéme méthode car :

% ~ 26071 +a,6072 +.....+(a; +1)60 " =X, avec rj,4 2% alors :
2 _x,=Ti1 607 ~60 =607 L _1|< 0.
b b b
a+u . a a+u_u(a-b)

. , a
Pour la deuxieme méthode, nous avons E ~ <0.

ou - - =
b+u b b+u (b+u)

Pour conclure, nous signalons qu’Abu I-Wafa a exposé dans ce chapitre sur la maniére
de connaitre les rapports des nombres sourds par approximation de son ouvrage al-manazil

as-sabd * des régles qui utilisent des fractions sexagésimales. En introduisant le nombre 60

dans le dénominateur de la fraction — , il visait a I’écrire sous la forme :
n

a 1 b 1 1 C
— avec a<60ou —|a+—|ou —|a+—|b+—1|....
60 60 60 60 60 60

Les fractions exprimables auxquelles il aboutit sont celles dont le dénominateur est un
multiple des nombres 2, 3, 5 qui interviennent dans la décomposition du nombre 60. Ainsi et
comme le montre ses calculs, la méthode, qu’il a proposée, aboutit toujours a I’écriture de la

fraction sourde en somme et produit des fractions exprimables suivantes :

1 1
, — et —.
6 10

Wl
gl

1
2 1
La méthode d’as-Samaw’al >*

As-Samaw’al al-Maghribi a résolu le probleme d’Aba I-Wafa dans son étude de

certaines operations numeriques, qu’il a nommées adnal at-tafriq [Les opérations de

séparation]. Ces opérations sont essentiellement la division et I’extraction de la racine carrée

et des racines d’ordre supérieur. 1l a utilisé la technique des tableaux afin de déterminer les

3. SAIDAN, A. S. : Tarikh dlm al-hisab al-darabi [L’histoire de la science du calcul arabe], op. cit., pp. 116-

1109.
%. RASHED, R.: Entre arithmétique et algébre. Recherches sur I'histoire des mathématiques arabes, Paris,
Société d'édition Les Belles Lettres, 1984, pp. 143-144.
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valeurs approchées des résultats obtenus par ces deux opérations en fonction d’un nombre

infini de fractions décimales. Nous exposons sa méthode a travers I’exemple suivant :

Probléme
Diviser 210 par 13

La résolution

20 g, 2

13 13

2 210 1 710 _i+5+ 50
13 13.10 10 13102 10 100 13103
1 5 3 11.10
=—+ + +
10 100 1000 13.10%
1 5 3 8 6.10

= F—+ + +
10 100 1000 10000 13.10°

2 1 5 3 8 4

r —+—+ + +
13 10 100 1000 10000 100000

Ainsi, %:16,15384 qui est une valeur par defaut évaluee a cinq chiffres apres la virgule.

L’ erreur commise est égale a e= 5
13.10

Il est possible de poursuivre les calculs et atteindre la précision qu’on veut.
Un élément important caracterise la méthode d’as-Samaw’al, il s’agit de I’utilisation des

tableaux. Pour la fraction a3 elle consiste a ajouter un zéro a droite de deux et a diviser le

nombre 20 par 13. On marque le quotient de cette premiére division qui est 1 et on ajoute un
zéro a droite du reste qui est 7. Puis on divise 70 par 13 et on marque le quotient qui est 5 et
on ajoute un zéro a droite du reste qui est 3. Puis on divise 30 par 13 et ainsi de suite on répete

I’opération indéfiniment.

1.2.2. Les procédés d’approximation de la racine carrée, de la racine

cubique et de la racine d’ordre supérieur

Dans les ouvrages, que nous avons cités a I’exception de celui d’Aba I-Wafa, les

formules d'approximation de la racine carrée (respectivement de la racine cubique) ont été

énoncées aprés I’algorithme de I'extraction de la racine carrée d'un nombre carré parfait
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(respectivement de la racine cubique d'un nombre cube parfait). Ces deux algorithmes sont
basés sur I'écriture des nombres dans le systeme décimal positionnel et sur les identités

remarquables suivantes :
(a+b)? = a®+b?+2.ab et (a+b)® = a®+3a%b+3ab? +b3

Concernant la racine carrée, on se servait du développement décimal d'un nombre A qui est :

n . .
A=(Xg + X +..+Xp)=».8;10'  ceestadire avec X; =a;.10'
i=0
Ainsi, tous les calculs sont issus de I’expression suivante :
2 _ n |2
(Xg + X +..+ X, )" =lag +a7.10+...+a,.10

= a02 + (Z.aoal + a12 )10 + (2.aoa2 +2ajay + a22 )102 +.t (Zaoan +2ajap +...+2ap_1ap + an2 )10n

La représentation de cette opération ressemble beaucoup a celle de la division. En effet,
on inscrit le nombre dont on veut extraire la racine sur une ligne. Et on réserve la ligne en
dessus pour inscrire les chiffres de la racine et celle, qui est en dessous, aux doubles produits
auxquels s’ajoute le carré du dernier chiffre tel qu’il est indiqué dans I’égalité précédente.

Si nous considérons N=agapsaj;ag le nombre dont on veut calculer la racine et

VN = by b, alors la représentation de I’opération est la suivante :

by b,

ag  ap a 4
b2 2byb,  by?

Mais contrairement a l'algorithme de la racine carrée, qui est le méme dans tous les

ouvrages que nous avons consultés, lI'algorithme de la racine cubique exacte a eu plusieurs

formulations avant d’aboutir a celle d’al-Kashi.

Dans I’état actuel de nos connaissances, rien ne confirme qu’al-Khwarizmi a calculé la

racine cubique d’un nombre cube parfait dans son traité d’arithmétique®. Mais, les écrits du

dixieme siécle, qui se sont inspirés du traité d’al-Khwarizmi, ont évoque ce calcul et ont

% D’aprés les versions latines du XII®™ siécle sur le calcul indien, ce dernier ne contient pas d’étude sur
I’extraction de la racine cubique.
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donné une description de ses differentes étapes sur des exemples bien précis. An-Nasawi a

présenté I’algorithme d’une maniere detaillée et tres clair. Youschkevitch a affirmé qu’il a été
le premier a indiquer un procédé pour I’extraction des racines cubiques. Mais, il a, aussi, noté
que sa méthode est déja décrite dans Usul hisab al-hind de Kushyar Ibn Labban al-Jili. Il est
intéressant de savoir aussi que la méme méthode se trouve exposée dans L’art du calcul en
neuf chapitres (Kieou tchang souam chou), qui est un ouvrage anonyme chinois connu
d’aprés une rédaction remontant au 111° siécle. C’est celle aussi qui exprime le schéma du
calcul, qui coincide avec la méthode de résolution des équations algébriques publiée par P.
Ruffini en 1804 et 1813 %,

D’autres écrits non encore retrouvés contiennent en plus I’algorithme d’extraction de la

racine quatrieme cinquiéme ou plus. Parmi ces derniers nous citons ceux qui ont été signalés

dans plusieurs études récentes comme Kitab f7 istikhraj dild al-kadb wa mal al-mal wa ma
yaqtaribu minhuma [Livre sur la détermination des c6tés du cube, du carré-carré et de ce qui

s’y rapporte] rédigé par Aba I-Wafa. Youschkevitch a noté qu’en se rapportant a F. Woepcke

I’auteur aurait également étudié dans cet ouvrage la solution d’une équation de degré 4. II

semble aussi qu’al-Biruni a écrit un traité sur I’extraction des racines cubiques et des racines

d’ordre supérieur®®. Quant & 0Umar al-Khayyam, qui a déclaré dans son ouvrage d’algébre

avoir donné une démonstration aux procédés indiens permettant I’extraction des racines

carrées et cubiques, aurait décrit un procédé genéral pour la détermination des racines d’ordre

supérieur des nombres entiers® dans son traité Mushkilat al-zisab [La difficulté du calcul]®.

Mais aucun des écrits que nous venons de citer n’a été retrouveé.

L’étude des algorithmes de la racine cubique ou d’ordre supérieur, exposés dans les
ouvrages que nous avons consultés, montre les changements qualitatifs que ces derniers ont
subit durant cing siécles au niveau de la formulation, de la représentation et de la
terminologie. La détermination des positions, que devraient occuper les résultats des calculs

partiels par rapport aux positions, qui définissent le nombre dont on veut extraire la racine, n’a

6. YOUSCHKEVITCH, A. P. : Les mathématiques arabes (VIIle-XVe) siécles, op. cit., p. 76, 168 (note 36).

. Op. cit., p. 76, 169 (note 37).

%_ Op. cit., p. 76.

. DJEBBAR, A. & RASHED, R.: L’euvre algébrique d’al-Khayyam, Etablie, traduite et analysée, Alep,
Sources and Studies in the History of Arabic Mathematics 3, Univesity of Aleppo, I. H. A. S., 1981, pp. 9-10.
al-Khayyam n’a pas donné le titre de son ouvrage dans cette ceuvre.

“0_ Ce titre a été signalé par Youschkevitch. Voir YOUSCHKEVITCH, A. P. : Les mathématiques arabes (Vllle-
XVe) siecles, op. cit., p. 76.
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pas été justifiée. De méme que la notion de déplacement qui intervient dans chaque étape du
calcul.
Concernant I’algorithme de la racine cubique, la description, qui a été donnée par les

mathématiciens du X° siécle, est basée sur I’identité :
(a+b)® = a® +3ab+3ab? + b3

Et aussi sur le principe d’effacer les résultats intermédiaires lorsqu’ils n’interviennent pas
dans les étapes suivantes du calcul.

Au XII° siecle, la description et la représentation de I’algorithme sont exposées d’une

maniere différente. L’ouvrage d’as-Samaw’al al-Maghribi (m.1175) intitulé al-Qiwamz f7 |-
hisab al-hindz, révele certains aspects de la nouvelle représentation donnée aux algorithmes

des racines d’ordre supérieur. En effet, I’extraction de la racine cinquieme d’un nombre
fractionnaire, écrit dans le systeme sexagésimal, a été exposée dans cet ouvrage accompagnée
de plusieurs tableaux qui expliquent les étapes importantes de ce calcul.

Aucune justification n’a été donnée mais les notions algébriques, qui on été utilisées, sont

celles développées dans la tradition algébrique représentée par al-Karaji (m. 1029). As-
Samaw’al al-Maghribi s’est aussi servi des notions du calcul indien décrites par al-Khwarizmi

comme la notion de position « martaba » ou « manzila » et celle de déplacement « tangil ».

Les calculs, qu’il a présentés, montrent les progrés qui ont été enregistrés dans le domaine de
I’algebre et du calcul indien au cours des trois siecles postérieurs a al-Khwarizmi. L’exposé
d’as-Samaw’al permet de supposer que la méthode, qu’il a décrite, était bien connue a son
époque*’.

Au XIV® siécle, an-Nishabiirt a exposé deux algorithmes différents dans son ouvrage

intitulé ar-Risala ash-shamsiyya fi |-uszl al-hisabiyya [L’épitre solaire sur les fondements du

calcul]*. Les outils, qu’il a utilisés, ne sont pas les mémes dans les deux algorithmes. Le
premier a été présenté dans le cas de I’extraction de la racine carrée seulement. Une étude

comparative montre quelques aspects communs entre cet algorithme et celui de la racine

*_ RASHED, R. : Entre arithmétique et algébre, Recherches sur I'histoire des mathématiques arabes, op. cit.,
pp. 100-109. )

2. ABASSI, A. : Le calcul de la racine n®™ d’un nombre chez al-Hasan an-Nisabiri (XIV® siécle), op. cit., pp.
26- 38.
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cubique ou d’ordre supérieur connu en Occident musulman®. C’est aussi le méme algorithme

qui a été décrit par al-Karaj*.
An-Nishabari n’a pas exposé les raisons qui I’ont amené a abandonner cet algorithme au

profit du deuxiéme, qu’il a généralisé aux racines d’ordre supérieur. D’apres sa description de
ce deuxieme algorithme, il semble que le précédent présente quelques difficultés dans
I’apprentissage des différentes étapes du calcul. Une représentation de I’algorithme aurait pu

servir de support visuel, pour mieux assimiler et mémoriser ces étapes, mais cette

représentation est absente dans I’ouvrage d’an-Nishabarr.

Dans le deuxieme algorithme, an-Nishabari a repris la méthode de calcul utilisée par as-

Samaw’al pour décrire I’algorithme d’extraction des racines d’ordre supérieur. Un élément
nouveau caractérise son étude et marque une étape importante dans I’histoire des algorithmes.
Il s’agit de I"utilisation d’un seul tableau dans lequel sont enregistrés les résultats des calculs
de chaque étape de I’algorithme. Sa représentation est remarquable et peut étre considérée

comme une premiére version de la représentation finale de I’algorithme, qui sera exposée
dans Miftah al-hisab d’al-Kashi. An-Nishabart a qualifié ce deuxieme algorithme de méthode
facile™. La terminologie, qu’il a utilisée, est différente de celle, qu’il a consacrée au premier
algorithme. Il a nommé les chiffres, qui déterminent le nombre dont on cherche la racine, par
« mufrad ». Nous signalons qu’as-Samaw’al a utilisé une terminologie liée aux positions, qui

sont occupées par les chiffres de la racine. Il les a nommées al-mudiiya mais les

mathématiciens du X°® siécle n’ont pas utilisé une terminologie spécifique.

L’analyse du texte d’an-Nishabari montre surtout la familiarité de ce dernier avec les

différents concepts et techniques qu’il a utilisés tout au long de son exposé Ce qui permet de

supposer que le nouvel aspect de I’algorithme était bien connu a son époque au moins.

La représentation d'al-Kashi (m.1429), donnée dans Miftak al-hisab, contient les

progres et les modifications, qui ont été développées durant les siecles précédents. Elle est
celle qui permet d’établir une généralisation du procédé. L’algorithme d’extraction de la
racine nieme d’un nombre a été présenté d’une maniere plus compléte et plus achevée. Les

différentes étapes de I’opération ont été clairement exposées et représentées dans un seul

*_ En effet, dans les deux traditions I’algorithme n’utilise pas de tableau et les calculs sont effectués
indépendamment de ceux qui les précédent. Mais concernant la terminologie utilisée, elle n’est pas la méme
dans les deux traditions.

. AL-KARAUJI : Al-Kafi 7 I-hisab, op. cit., pp. 115-119.

. ABASSI, A. : Le calcul de la racine n®™ d’un nombre chez al-Hasan an-Nisabir (XIV® siécle), op. cit., pp.
26-38.
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tableau, qui englobe et conserve les résultats partiels. Quant a la terminologie utilisée, elle est

la méme que celle utilisée par an-Nishabiri. Elle est choisie suivant la nature des outils
utilisés, qui sont essentiellement algébriques comme ad-dilg, al-ma/, al-kad ... etc. Elle est

basée, aussi, sur la notion de position « manzila» et celle de déplacement « tangil » qui

4
I 6

caractérisent le systéeme décimal™. Les résultats des calculs partiels ont été représentés dans

un seul tableau mais dans le sens inverse de celui d’an-Nishabart*’.

|.2.2.a Les procédés d'approximation de la racine carrée d'un nombre
Les formules d'approximation de la racine carrée d’un nombre sont basées sur la
relation qu'il y a entre deux nombres carrés consécutifs. Ainsi, pour tout nombre non carré A,
il existe un nombre entier n, calculé par I’algorithme d’extraction de la racine carrée, qui
vérifie n? <A<(n+1)? et A=n’+r.
Nous signalons que la condition (r <2n+1) n’a pas été énoncée explicitement dans les

ouvrages que nous avons consultés®,

Formule 1

2
JA=n? srans A g

2n 2n

Cette formule a été présentée par al-Khwarizmi a travers des exemples bien précis dans

son traité sur le calcul indien®. La version arabe de I’ouvrage est encore perdue mais son

contenu est accessible dans les versions latines du X11° siécle®.

_ Al-Kashi a clairement utilisé le schéma de Ruffini-Horner pour le calcul de la racine cinquiéme d’un nombre
entier. Voir AL-KASHI : Miftak al-hisab, op. cit., pp. 66-71.

. An-Nishabiri a inscrit les résultats des calculs partiels de haut vers le bas. Voir ABASSI, A. : Le calcul de la
racine n*™ d’un nombre chez al-Hasan an-Nisabari (XIV® siécle), op. cit., pp. 33-36. Quant & al-Kashr, il les
a inscrits de bas vers le haut. Voir AL-KASHTI : Miftak al-hisab, op. cit., pp. 68-69.

*8_ Dans son analyse d’une version de I’ouvrage de calcul d’al-Khwarizmi, M.Folkerts a posé la condition
(r <2n). Voir FOLKERTS, M. & KUNITZSCH, P. : Die Alteste Lateinische Schrift Uber das Indische
Rechnen Nach al-Hwarizmz, Munchen, Velarg Bayerischen Akademie Der Wissenschaften, 1997, p. 178.

“_ ALLARD, A.: Mukammad Ibn Masa al-Khwarizm, le calcul indien (Algorismus), Versions latines du Xlle
siécle, op. cit, p. 52-53, 183-184, 188. FOLKERTS, M. & KUNITZSCH, P. : Die Alteste Lateinische Schrift

Uber das Indische Rechnen Nach al-Hwarizmz, op. cit., pp. 177-181.

%0_ |"édition d’Allard utilise les versions latines qui datent du X11° siécle et qui sont : Le Dixit Algorizmi qui est
un texte contenu dans Ms Cambridge, University Library, Li.6.5. Il est considéré comme un témoin précieux
du calcul indien d'al-Khwarizm1 mais malheureusement il ne contient pas le chapitre sur le calcul de la racine
carrée. La deuxieme version est le Liber Ysagogarum Alchorismi, la troisieme est le Liber Alchorismi et la
derniere est le Liber Pulueris. Ces trois derniéres ceuvres qui s'appuient sur la premiére contiennent par
contre le chapitre sur la racine carrée d'un nombre ainsi que le procédé d'approximation par les zéros que
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L’origine de cette formule est inconnue. Al-Khwarismi n’a évoqué aucune source et n’a

fait aucune référence précise aux ouvrages grecs, indiens ou arabes. Mais, comme il I’a
exposée aprés la description de la numération indienne et des opérations arithmétiques
élémentaires (addition, soustraction, multiplication et division) il est probable qu’il I’ait

formulée en s’inspirant des procédés du calcul indien.

Nous pouvons supposer aussi qu’al-Khwarizmi aurait énoncé la formule en s’inspirant

d’un héritage mathématique babylonien non écrit mais dont I’influence ne peut étre écartée™.
L’analyse des textes, publiés a partir des tablettes cunéiformes, nous encouragent a faire cette

conjecture. En effet, elle a révélé que les babyloniens ont attribuées les deux valeurs, 1,25 et

1,24,5110, au nombre irrationnel /2. L’idée principale du calcul, qui aurait permis de

trouver ces deux valeurs, est encore inconnue. Mais, les études, qui ont été réalisées sur ce
sujet, ont prouvé qu’il est possible de calculer ces valeurs en utilisant la notion de moyenne
arithmétique™.

Ainsi, la généralisation du procédé babylonien peut étre présentée comme suit :

Pour tout nombre A = n>+r

2 2
. / / n-+r n-+r . .y
Si on pose n2 +r=n et n2 +Ir= alors % n+ serait une troisieme
n n

valeur approchée dont I’expression correspond parfaitement a la formulation d’al-Khwarizmi

car:

nous exposerons par la suite. Pour plus de renseignements sur les auteurs de ces trois derniéres ceuvres ainsi
que sur la comparaison de leur contenus voir YOUSCHKEVITCH, A. P. : Les mathématiques arabes (Vllle-
XVe) siecles, op. cit., pp. 15-16, ALLARD, A.: Mukammad Ibn Masa al-Khwarizmz, le calcul indien
(Algorismus), Versions latines du Xlle siécle, op. cit., pp. I-XXXV. L’étude de M. Folkerts est basée sur le
manuscrit HC 397/726 of the Hispanic Society of America. M. Folkerts et R. Lorch ont signalé cette version
latine, qui est plus compléte, au cinquiéme colloque maghrébin sur I’histoire des mathématiques arabes. Voir
FOLKERTS, M. & LORCH, R. : The Mathematical and astronomical writings of al-Khwarizmi, Actes du
Cinquiéme Colloque Maghrébin sur I'Histoire des Mathématiques Arabes, 1-3/12/1994, Tunis, A. T. S. M.
(edit.), 1998, p. 109.

> L’influence de la tradition babylonienne sur I’ouvrage d’algébre d’al-Khwarizmi a été évoquée dans plusieurs
études récentes. Voir BERGGREN, J. L. : Episodes in the mathematics of medieval Islam, New York,
Spring-Velarg, 1986, p. 7.

2. CAVEING, M. : La constitution du type mathématique de I’idéalité dans la pensée grecque, Thése de
Doctorat, Paris, Université de Paris X, 1977, Tome IlI, pp. 1148-1155.
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Mais, contrairement a I’énonce d’al-Khwarizmi, le procédé babylonien ne s’arréte pas a cette
étape car les valeurs que nous avons signalées s’obtiennent en répétant le procédé un nombre
fini de fois™.

L’origine grecque n’est pas écartée aussi. Mais, I’apport grec pour le calcul par
approximation au IX® siécle en Orient dépend des dates de traduction des premiers ouvrages
mathématiques et astronomiques. Parmi ceux, qui contiennent le calcul des racines carrées de
certains nombres non carrés parfaits, nous citons I’Almagest de Ptolemée (I1° s.)**. Sa
traduction a commencé a partir du VII1° siécle aprés celle des ceuvres indiennes ainsi son

influence est probable.

Il est possible gu’al-Khwarizmi, qui a élaboré ses célebres tables astronomiques qui ont

circulé dans tout I’empire®, ait eu connaissance du procédé d’approximation grec a travers les

tables de Ptolemée. Ce procédé est celui qui a été explicité par Théon (1V®s.)%.

Nous concluons que méme si I’idée du procédé d’approximation d’al-Khwarizmi est présente
dans les sources que nous avons évoquées mais sa formulation est soit indienne soit propre a
al-Khwarizmt.

Parmi les successeurs d’al-Khwarizmt, seuls les mathématiciens du X° siécle ont utilisé

cette formule dans leurs calculs. Les spécialistes du calcul indien ne I’ont pas tous évoqué. De
ceux qui I’ont énoncée, nous citons, a titre d’exemple, al-Uglidist (X®) qui I’a formulée

ainsi®’ :

Par analogie aux conditions, qui ont été posees par les mathématiciens de I’Occident

: IS ¢
musulman, celle-ci peut s’écrire 2 <n.

53 Les calculs sont clairement exposés dans I’ Annexe 1.
. HEATH, T. : A history of Greek mathematics, New York, Dover Publications, Inc, vol Il, pp. 277-284.

SMITH, D. E. : History of mathematics, New York, Dover Publications, Inc, vol 1, 1958, p. 131.
“°_ DJEBBAR, A. : Une histoire de la science arabe, Paris, Editions du Seuil, 2001, pp. 160- 165, 197.
%%_ \oir Annexe 2.

> AI-UQLIDISTI : Kitab al-fugal frl-hisab al-hindz, op. cit., p. 218.
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Al-Baghdadi (m. 1037) a lui aussi énonceé la formule dans son ouvrage at-Takmila f7 |-
hisab al-hindi®®. 11 I’a également utilisée dans une épitre qu’il a intitulée Kitab fr I-misaha

[Livre sur la surface]*®.

: _ . . 1
Abt I-Wafa I’a certainement utilisee lorsqu’il a donné la valeur+/200 ~14 + - dans son

ouvrage de géométrie®.
Mais, I’abandon du procédé a été observé dans plusieurs ouvrages publiés dés le X°

siecle. Al-Baghdadt a justifié cela en évoquant la nature de I’erreur commise sur les deux

exemples suivants :

J2 = 12+1z1+% A3 = 12+2z1+§=2

2 2
1 1 2 . . .
Comme (1+ Ej =2+Z et [“Ej =4=3+1, il a déclaré que les erreurs sont trop
grandes par rapport & celles commises par un autre procédé qui était en usage®".

2
Al-Uqlidist a signalé que I’erreur commise est par exces et qu’elle vaut [2—j 62,
n

2
. g 2 r
Effectivement, nous pouvons le vérifier ainsi : (n +L) = (n2 + r)+ [—) :

2n 2n

Quant a la justification du procédé, nous n'avons pas trouvé des témoignages précis sur

les éléments qui permettent d'avoir un résultat approché.

Les successeurs d’al-Khwarizmi ont évoqué la relation entre deux nombres carrés
consécutifs : (n +1)2 —n?=2n+1, mais seulement pour expliquer la présence du terme

(2n +1) dans le dénominateur de la fraction qui intervient dans la formule suivante.

Formule 2

a2
JA=An24r xns A

2n+1

8. AL-BAGHDADI : At-Takmila f7 I-hisab al-hindz, op. cit, p. 86.

%. Saidan a présenté I’édition de cette épitre dans le méme ouvrage qui contient celle d’at-Takmila, voir AL-
BAGHDADI : At-Takmila f7 I-kisab al-hindz. op. cit., pp.333, 339.

%_ ABU L-WAFA : Kitab ff ma yahtaju ilayht as-sanid min adnal al-handasa [Livre sur ce qui est nécessaire a
I’artisan en constructions géométriques], op. cit., p. 148

81 _ Il s’agit du deuxiéme procédé que nous présenterons a travers la formule 2.

62. AL-UQLIDISI : Kitab al-fugzal f7 I-hisab al-hindz, op. cit., p. 218.
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C'est la formule qu'al-Baghdadi a proposée apres avoir commenté la premiere. Il a aussi

déclaré que ce procéde d’approximation est plus précis que le précédent en se basant sur les
deux exemples précédents®.

Effectivement, en appliquant cette formule on obtient : J2 = 1+§ 3~ 1+§

Pour le nombre irrationnel \/E , hous avons :

2
e = 2—[1+%] = % (est I’erreur commise par le premier procédé)

2

e, = 2—(1+%j = % (est I’erreur commise par le deuxiéme procédé)
Avec 1
4

De méme, pour le nombre irrationnel V3, nous avons :

2
e = 3—(1+ %} =1 (est I’erreur commise par le premier procédé)

2
e =3— 1+E _2 (est I’erreur commise par le deuxieme procédé)
L 3)| 9

Avec 1 >g.
9

Al-Baghdadi a, de ce point de vu, justifié I’intérét d’utiliser cette formule au lieu de

celle d’al-Khwarizmi. Mais, nous signalons que lorsqu’il a évoqué I’irrationalité du nombre

V10 ila appliqué la formule 1%*. Nous ajoutons que pour cet exemple précis la formule 1 est

plus précise car :

V10 ~ 3+% et 91:% (par la premiére formule)

V10 ~ 3+% et e =4—€; (par la deuxiéme formule)

6. AL-BAGHDADI : At-Takmila f7 I-hisab al-hindz, op. cit., pp. 76-77.
®. AL-BAGHDADI : At-Takmila f7 I-hisab al-hindz, op. cit., p.71. Saidan a signalé que dans la marge d’une des
copies qu’il a utilisées dans son édition, il est écrit « Ceci d’apres ce qu’a dit al-Khwarizmi mais d’apreés la

méthode qui est en usage la valeur approchée est trois et un septieme ». Voir AL-BAGHDADI : At-Takmila
fr I-hisab al-hindi, op. cit., p. 302.
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Pour compléter I’étude d’al-Baghdadi, nous énoncons les résultats suivants :

2 2
1-Sir <n alors n+L -Al<|A-|n+ '
2n 2n+1

2 2
2-Sir >n alors n+L —-Al>|A-|n+ r
2 2n+1

n

Ainsi, la justification d’al-Baghdadi sur I’abandon de la formule 1 au profit de celle-ci

est valide seulement pour lecas r > n.

: . r iy .
Al-Uqlidist a proposé la formule 2 lorsque n = r avant de I’étendre au cas général.*®

An-Nasawi (m. vers 1030) a énoncé le procédé dans son ouvrage al-Muqgnid fz I-hisab
al-hindr [Le livre suffisant sur le calcul indien]®®. Ibn Labban I’a appliqué sur un exemple

précis et il a suggéré d’écrire la partie fractionnaire dans la base sexagésimale®’.

Al-Karajt (m. vers 1029)%, as-Samaw'al (m. 1175),% Nasir ad-din at-Tast (m. 1274)™ et
al-Kasht (m. 1429)"* ont donné au procédé la formulation suivante :
)
\/K = n2 +rI = |’]'|"A—2n2
(n+1)" —n

C’est cette formulation, qui a été adoptée par les mathématiciens a partir du XI1° siecle

au moins avant d’étre généralisée pour la racine d’ordre supérieur.

Al-UglidisT a signalé que I’erreur commise par ce procédé est par défaut’.

En effet, (I’l + 2nl’+1j2 _ (nZ + rJ-{(an;l)z _ 2,{_,.1}

%_. AL-UQLIDISI : Kitab al-fugzl f7 I-hisab al-hindz, op. cit., p. 218.

8. YOUSCHKEVITCH, A. P. : Les mathématiques arabes (VIlle-XVe siécles), op. cit., pp, 16, 22.

7_1BN LABBAN : Usiil hisab al-hind, op. cit., p. 81.

68 AL-KARAJI : Al-Kaf7 f7 I-hisab, op. cit., p. 120.

. RASHED, R.: Entre arithmétique et algébre. Recherches sur I'histoire des mathématiques arabes, op. cit.,

.140.

0, FI)DJEBBAR, A.: Algorithmes et optimisations dans les mathématiques arabes, Actes du 1° Symposium

International de I''COMICD sur Informatics and the teaching of mathematics in developing countries

(Monastir, 3-7 février 1986), AMARA, M., BOUDRIGA, N. & HARZALLAH, K., (&dit.), Tunis 1987, pp.
185-194.

. AL-KASHI : Miftah al-hisab, op. cit., pp. 64-65.
2. AL-UQLIDISI : Kitab al-fugzal f7 I-hisab al-hindz, op. cit., p. 218.
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2
. , r r f__r
Mais, puisque 0< onal S 1 alors [(2n+1) 2n+1} <0

Aucune justification n’a été proposée dans les ouvrages que nous avons consultés. Al-

Baghdadi a, cependant, expliqué que le principe de cette approximation réside dans le rapport
défini par le reste r et la différence entre les nombres carrés consecutifs qui encadrent A : c.-a-

d. ((n +1)2 —n2)73. Mais, cette remarque ne justifie pas la présence du terme (2n+1) dans le

dénominateur de la fraction.

Nous pouvons proposer trois moyens de justifier ce calcul approché :

1- En utilisant I'opération qui consiste a négliger des quantités trés petites de la maniére

suivante :

On pose Yn?+r=n+u avecO<u <1

A=(n+u)2=n2+2nu+u2. Puis, en posant u?~u, on aboutita A—n?~2nu+u
2 2
\ A-n T [ A-n
D’ou u = : C'est-a-dire n+1~n+ .
2n+1 2n+1

Nous signalons que cette opération n'a pas été explicitement énoncée dans les ouvrages

que nous avons consultés.

2- En utilisant I’interpolation linéaire, qui est connue et utilisée dans les ouvrages
astronomiques’®, de la maniére suivante :

2

On considére la fonction f(x)=x=, passant par les deux points M(n, f(n)) et

N((n+1), f(n+1)).

Sachant que f(n)<A<f(n+1) avec A= f(%/x) on peut écrire la relation suivante :

A-f(n)_f(n+1)-f(n)
Ia-n  (n+1)-n

2 2
D’ou I’approximation 4A~n+ A 2” >=N+ A-n .
(n+1)% —n 2n+1

3- En utilisant la méthode de fausse position, qui est connue et utilisée dans les

ouvrages mathématiques arabes’, de la maniére suivante :

. AL-BAGHDADI : At-Takmila f7 I-hisab al-hindz, op. cit., p. 90.
™. BERGGREN, J. L. : Episodes in the mathematics of medieval Islam, op. cit., pp. 146-148.
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Pour résoudre I’équation x>=A,ona:
Pour x; =n [I’erreur commise est par defaut et vaut e; =A— n2.

Pour X, =n+1 I’erreur commise est par excés et vaut e, =(n+1)> — A,

La solution est alors donnée par la formule suivante :

2
JA= X+ Xofy _ A-n
e, +6€ 2n+1

Nous signalons que nous n’avons trouvé aucun indice qui pourrait confirmer
I’utilisation des trois méthodes citées par les mathématiciens de I’Orient musulman, dans le
but de justifier un procédé d’approximation.

Formule 3

2 2

2n + (2n+1) on 4 L

Cette formule a été proposée par al-Uglidist apres avoir remarqué que la valeur calculée

par la formule 1 est par excés et celle calculée par la formule 2 est par défaut’.
Il n’a fait aucun commentaire sur la nature de la valeur calculée par ce procédé. Mais nous

pouvons Vérifier que :

2
A-n? 2 4r? r
n+ 7| =" +r)+ 5~
2n++ (4n+1)> 4n+1
2
D’ou les résultats suivants :
4r2 r

Si r>n alors >0 . Dans ce cas la valeur est par exces.

(4n+1)2 4n+1

4r2 r

Si r<n alors >
(4n+1)° 4n+l

< 0. Dans ce cas la valeur est par défaut.

Aucune indication n'a été donnée sur une éventuelle généralisation du procédé. De plus,
comme pour les formules précédentes, aucune justification n’a été indiquée pour ce calcul.
Mais, en utilisant lI'opération consistant a négliger les quantités positives plus petites que

I’unité, nous pouvons donner I’interprétation mathématique suivante :

>. KOUIDRI, K. : Tariqat al-khasa’ayn fi at-tadlid ar-riyyadr al-darabi [La méthode de fausse position dans la
tradition mathématique arabe], Magister d’histoire des mathématiques arabes, Alger, E. N. S., 1999.
5. AL-UQLIDISI : Al-Uglidisr, Kitab al-fusal f7 I-kisab al-hindz, op. cit., p. 218
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JA=+n?+4r=n+u  dou A=(n+u)’=n?+2nu+u?

U on aboutit & la relation A—n? ~2nu +

Puis, en posant u? ~ > %

Formule 4

\/K:\/n2+rzn+w

2n -1

Cette formule n’a pas été énoncée dans les ouvrages que nous avons consultés. Mais,

c’est probablement celle qu’Abt I-Wafa a appliquée pour trouver la valeur approchée

suivante : /300 ~17 +% s

2 2
L’erreur est par exces car | n+ ' =A+ r + ' :
2n-1 2n-1 \2n-1

Nous signalons aussi que ce procédé est moins précis que tous ceux que nous avons

exXposés.

Formule 5

s

10"

VA =

Dans son analyse du contenu d’une version latine du Calcul indien d’al-Khwarizmi, M.

Folkerts s’est basé sur un passage du dix-huitieme chapitre pour dire que I'auteur s’était
inspiré des procedés indiens pour énoncer cette formule. Ces procedés ne pourraient étre que

ceux explicitant 1’algorithme d’extraction de la racine carrée’. Nous signalons que la

1
- Aba I-Wafa a précisé que le nombre 17 +— est une valeur approchée du coté du carré qui est égal a la
3

somme de trois carrés égaux dont le coté est égal a dix. ABU L-WAFA : Kitab fi ma yahtgju ilayhi as-sanid
min admal al-handasa [Livre sur ce qui est nécessaire a I’artisan en constructions géométriques], op. cit., p.
147.

. FOLKERTS, M. & KUNITZSCH, P. : Die Alteste Lateinische Schrift Uber das Indische Rechnen Nach al-
Hwarizmz, op. cit., p. 180.
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meilleure valeur qui a été attribuée au nombre+/2 dans I’ouvrage d’al-Khwarizmi a été

obtenue en appliquant cette formule”.

Nous pouvons aussi Vérifier que dans le cas général lorsque n est grand la valeur est

/ 2n
plus précise. Effectivement, en écrivant JA = % nous constatons que :
10

Si n=0 alors [\/KJ:pk Pk_1.-Ps est I’entier calcule en appliquant I’algorithme

d’extraction de la racine carrée du nombre A.

Si n=1 on obtient [\/ A.102} = Pk Pk_1---Ps Ps_1 €en appliquant le méme algorithme

sur le méme nombre auquel sont ajoute deux zéros a droite. Le chiffre pg_; est déterminé a
partir du reste de la premiere application de I’algorithme (c.-a-d. pour n=0) augmenté de

deux zéros a droite.

Si n=2 on obtient [\/A.lo‘l}:pk Pk_1---PsPs_1Ps_2 €n continuant I’algorithme

précédent sur le second reste auquel sont ajouté deux zéros a droite.

Ainsi, pour n=3 on détermine le chiffre p;_3 et pour n=4 on déterminera le chiffre
Ps_4 - A chaque valeur de n sera déterminé le chiffre pg_ .
Si n est choisi trés grand alors le nombre des chiffres ps_p, calculés en appliquant

I’algorithme d’extraction de la racine, est aussi tres grand. Et la division du résultat de cette

opération, qui est ( Pk Px_1.--Ps Ps_1Ps_2.--Ps_p ), par 10" détermine la partie fractionnaire

du nombre VA représentée par les chiffres pg_, avec 1l<m<n.

Nous remarquons que les étapes de ce calcul sont basées sur I’algorithme de la
multiplication d’un nombre par lui-méme.

Nous signalons aussi que ces calculs sont parfois complétés par un procédé qui vise a
exprimer la partie fractionnaire dans la base sexagésimale. Cette méthode secondaire consiste

a multiplier et a diviser la fraction par des puissances positives de 60. C’est ce qu’a fait al-

Khwarizmi lorsqu’il a donné I’approximation suivante~/2 ~ 1;24,50,24 a partir de la valeur

V2 ~ 1,414 qu’il a calculée en utilisant la formule 5 pour n=3%,

- ALLARD, A. : Mukammad Ibn Misa al-Khwarizmz, Le calcul indien (Algorismus), op. cit., pp. 58-61.
8. FOLKERTS, M. & KUNITZSCH, P. : Die Alteste Lateinische Schrift Uber das Indische Rechnen Nach al-
Hwarizmz, op. cit., p. 180.
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Al-Bghdadt a lui aussi ecrit la partie fractionnaire de la valeur approchée du nombre+/5
dans la base sexagésimale®’. C’est aussi ce qu’a fait al-Uglidist lorsqu’il a donné

I”approximation suivante /2 ~1; 24,36 2.

Dans les ouvrages du X° siécle, ce procédé a été nommé procédé d'approximation par

les zéros. 1l a été le plus étudié et le plus développé. Il a aussi eu plusieurs formulations :

[W} i [W} i Jan? [\/A.bzn.czm}

_NADT A -

\/_ =
60" b b b"c™m

Bien que le choix des nombres b et ¢ trés grand n’a pas été justifié pourtant cette
affirmation a été répétée dans la majorité des ouvrages. Il est trés probable que cette remarque

ait été constatée apres I’application du procédé sur plusieurs nombres.

As-Samaw’al al-Maghribi avait exposé ce procéde dans un ouvrage intitulé Kitab at-
Tabsira fr dlm al-aisab [Livre qui fait comprendre la science du calcul]. Puis il a explicité ses
étapes dans al-Qiwami f7 |-hisab®® en introduisant la technique du tableau. Aussi, pour

calculer une valeur approchée du nombre+/10 , il a d’abord déterminé la partie entiere de la
racine en appliquant I’algorithme de la racine carrée. Puis, en ajoutant deux zéros a droite du
reste il a procédé a la détermination du premier chiffre de la partie fractionnaire en appliquant
toujours le méme algorithme. Ensuite il a ajouté deux zéros a droite du nouveau reste et il a
répéeté I’algorithme pour déterminer le deuxieme chiffre de la partie fractionnaire. Ainsi, la
création de nouvelles positions a droite se fait par étape et le processus est controlé selon la
précision qu’on veut atteindre. As-Samaw’al a en plus montré comment la méthode des
tableaux peut s’appliquer pour I’extraction de la racine d’ordre supérieur. Pour cela, il a choisi
comme exemple la racine cinquieme d’un nombre fractionnaire. Le résultat de I’opération est
exact mais les précisions, qu’il a données permettent d’étendre la méthode pour le calcul

approché de la racine d’ordre supérieur. Pour I’exemple de la racine carrée, il a donné le

résultat suivant a six chiffres apres la virgule : V10 ~3,162277 .

81 AL-BAGHDADI : At-Takmila f7 I-isab al-hindz, op. cit., pp. 79-80.
82. AL-UQLIDISTI : Kitab al-fugal f7 I-kisab al-hindz, op. cit., pp. 218-222, 134.

8. RASHED, R.: Entre arithmétique et algébre. Recherches sur I'histoire des mathématiques arabes, op. cit.,
pp. 122, 144-145.
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An-Nishaburi a signalé qu’a travers ce procédé on obtient une valeur plus grande que

celle calculée par la formule 2 mais il n’a pas donné d’autres précisions sur cette
comparaison®,

Al-Kasht a proposé de poursuivre les calculs entrepris par cette méthode en utilisant une
technique qu’il a appelée la régle des calculateurs®. Pour mieux suivre sa démarche, nous
reprenons I’exemple, qu’il a traité.

D’abord, il a utilisé la méthode du tableau pour calculer V145 et il a obtenu le résultat

suivant :

V1450000 =+/(1204)? + 384

Puis, il a proposé de continuer les calculs ainsi : /145 ~ 12 + 4'(2'1204 +1)+ 384 :

(2.1204 +1).100

Le nombre 4 représente le chiffre qui est déterminé par I’algorithme de I’extraction de la

racine carrée du nombre (145.104)= 1450000.

Al-Kasht a précisé que le nombre (12+%), obtenu en appliquant cette technique,

est plus proche de la valeur réelle du nombre irrationnel 145 que % = 12,04 obtenu en

appliquant la formule 5 .
La terminologie qu’il a utilisée permet de faire une généralisation du procedé aux

racines d’ordre supérieur.

Formule 6
Soit x; la premiere valeur approximative du nombre irrationnel /A, calculée en

appliquant la formule 2. Le terme général de la suite (xn)n, qui détermine les valeurs

approchées de VA est défini comme suit ;

8_ ABASSI, A. : Le calcul de la racine n®™ d’un nombre chez al-Hasan an-Nisabar? (XIV® siécle), op. cit., p.
30.

8. AL-KASHI : Miftah al-hisab, op. cit., p. 98.

8. Op. cit., pp. 97-98.
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Xp_1 + , Si (xn_lz—A)<O

2

2n

Xn_1— , Si (xn_12 - A)> 0
C’est le principe des approximations successives, qui a eété enoncé par as-Samaw’al al-

Maghribi. Ce dernier a aussi signalé que certaines valeurs, calculées par cette méthode, sont

par exces et d’autres sont par défaut mais il n’a pas justifié le résultat qu’il a énoncé
ainsi « Nous pouvons ainsi obtenir des quantités rationnelles dont le nombre est infini et dont
chacune est plus proche que celle qui la précede de la quantité que I’on cherche a

approcher »%

2
. A e A—Xn_
La suite d’as-Samaw’al peut étre formulée ainsi : X, =X,_1+ 2—“1 Et la
n
précision du procédé est faible par rapport a celle du procédé d’itération connu en Occident
musulman®
Formule 7

\/_\/n +r~n+(r60]l Si r<n

60

2n+2 )60

JA = \/n +r~n+(r+1)60jl si r>n

Cette formule a été énoncée par Ibn al-Majdi (m. 1447) dans son ouvrage intitulé Kashf
al-haqa'iq fi hisab ad-daraj wa d-daqga'iq.

Elle exprime le principe du procédé d’approximation connu dans la tradition de I’Occident
musulman. Sa présence dans un ouvrage rédigé en Orient est un témoignage sur la circulation

des idées de I’Occident vers I’Orient®®

8. RASHED, R. : Entre arithmétique et algébre. Recherches sur I'histoire des mathématiques arabes, op. cit., p.
118.

88_ L"étude de la convergence de la suite d’as-Samaw’al a été déja signalée par Roshdi Rashed. Voir RASHED,
R. : Entre arithmétique et algebre. Recherches sur I'histoire des mathématiques arabes, op. cit., p. 119.

8. Nous signalons qu’lbn al-Majdi est un des commentateurs du Talkhis d’Ibn al-Banna (m. 1321). Son
commentaire est intitulé Hawi al-lubab [Le recueil de la moelle]. Voir ABALLAGH, M. & DJEBBAR, A. :

Hayat wa mu’allafat Ibn al-Banna al-murrakushz [La vie et I’ceuvre d’Ibn-Banna al-murrakushi], Rabat,
Université Mahamed V, Publications de la faculté des Lettres et des Sciences Humaines, 2001, p. 94.
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Ibn al-Majdi n’a pas justifié cette formulation mais en utilisant I’opération qui consiste a

négliger des quantités tres petites nous pouvons donner I’interprétation suivante :

On pose \/n2+r:n+u.60_1 avec 0<u<59.

2
A:(n+u.60_1)2 :n2+2n.u.60_1+(u.60_1) . Puis, en négligeant le dernier terme, on

(A-nZ )60 [A—n2).60
obtient: ur~—— 72 et JAxn+|~—Z |~ qui est exactement I’expression d’Ibn
2n 2n 60

al-Majdi.

De la méme maniere, on retrouve la deuxieme expression en utilisant I’écriture
(n+1)=vn? +r +u.6071,

Ibn al-Majdt a propose de poursuivre les calculs avec un procédé itératif qu’il a présenté

comme un processus pour affiner I’approximation®. 11 ne I’a pas trés bien décrit. 1l a
seulement donné I’expression de la partie fractionnaire de la valeur x, calculée par ce
principe mais il n’a pas précisé si on doit I’ajouter a la valeur initialex; (calculée par la
formule 7) ou la lui soustraire.

Les deux expressions qu’il a énoncées sont :

9 I (s (6579

(2n)60+ 2((;??)&)) (2n)60+ 2[(22;112)61&

Nous avons essayé de formuler ce principe en choisissant les exemples suivants :

Exemple 1

Pour calculer\/E nous avons obtenu les résultats suivants :
J%u%, et (1;30)%=2;15.

Pour affiner cette valeur qui est par exces, on calcule X, ainsi :

% _ Cette méthode a été utilisée par Ptolémée dans I’Almageste puis explicitée par Théon : Voir Annexe 1.
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% [gj(so_&l;ojfilojz 123
60 (2),60+2£(620)610j |

Cette deuxiéme valeur est plus proche de 2 que la premiére car (1; 23)2 =2;2,49.
Exemple 2
J50=v72 +1~7 +@= 7:4 et (7;4)? =49;56,16 .

Pour affiner cette valeur qui est par défaut, nous calculons x, ainsi :

. - 1\2
7+i (0;3,44).60-(0;4) 7 A 15 o4
60  (2.7)60+2(0;4) 60 602

Xo est elle aussi par défaut mais elle est plus précise que la précédente car

(7,4,15)% =49;59,48,3,45

Ainsi, la formulation du procédé itératif peut étre donnée comme suit :

Formule 8
Soit x; la valeur approchée du nombre irrationnel VA obtenue par la formule 7.

Si Xq est par excés alors :

(o - d)oo-([72) 1] (ow - Apoo{( 22 )2 )

(2n) 60+2[( 2)10j nETRT (Zn)60+2(( r+l ) 1 j

2760
Si xq est par défaut alors :

O(Xl)z - AD'60 - ([ rzioj esloj2 O(Xl)z - 4)'60 - (( 2:1++lzj eslojz

1 OUXo = X1 + 1
.60 1
(2n).60+2((r2n)j (2n).60+2((2rn++2)m]

Xo = X1 —

Xo = X1 +

60

Formule 9

Jab
b

=
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Cette formule a été énoncée par al-Khwarizmi dans le but d’étendre le calcul approché

de la racine carrée aux nombres fractionnaires™.
L. . . i a |\/a.b| .
Sur un exemple précis, il a explicité I’idée du procédé de la maniére suivante b ~ b ou

[\/a.bJ exprime la partie entiere du nombre irrationnel +/ab, obtenu en appliquant
I"algorithme d’extraction de la racine carrée du produit(ab). La fraction définie par la

division du reste, obtenu par cet algorithme, par le dénominateur a été négligé sans étre

signalée.

. [ (ab)b? }
Al-Khwarizmi a aussi utilisé la formule suivante : \/g N
b
Al-Uglidist a précisé que si la valeur approchée du nombre+/ab , posée u, est calculée

a travers les procédés d’approximation consacrés pour affiner I’approximation alors

ab

% > De ce fait, % serait une approximation trés précise®.

a
| \/(bj"o2
. . s - . a
Il a aussi formulé le procéde de la maniere suivante E:T

a}bZn 1020 }
b

b".10"

. Puis, pour affiner

I
I’approximation, il a proposé la formule \/g ~

Quant a al-Baghdadi, il a clairement annoncé que le numérateur est calculé en
appliquant des procédés d’approximation®. C’est aussi ce qui a été confirmé par al-Karajt et
al-Kash™,

1.2.2.0 Les procédés d'approximation de la racine cubique d'un

nombre

Comme pour la racine carrée, toutes les formules que nous allons présenter sont basées

sur la relation, qui lie deux nombres cubes consécutifs : (n +1)3 —n3=3n% +3n+1.

%L ALLARD, A. : Mukammad lbn Misa al-Khwarizmi, le calcul indien (Algorismus), Versions latines du Xlle
siécle, op. cit., pp. 55-57. FOLKERTS, M. & KUNITZSCH, P. : Die Alteste Lateinische Schrift Uber das
Indische Rechnen Nach al-Hwarizmz, op. cit., p. 179.

%2_ AL-UQLIDISI : Kitab al-fusal f7 I-kisab al-hindz, op. cit., pp.280-281, 367.
%_ AL-BAGHDADI : At-Takmila f7 I-hisab al-hindz, op. cit., pp. 134-136.
%_ AL-KARAUJI : Al-Kafr 7 |-hisab, op. cit., p. 121. AL-KASHI : Miftah al-hisab, op. cit., p. 95.
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Et aussi sur I’assertion suivante : pour tout nombre non cube A il existe un nombre entier n

telque n3<A<(n+1)® et A sécrit A=n®+r.

Formule 1

a3
%:3\/n3+rzn+3A—n

n(n+1)+1
Cette formule a été énoncée par al-Baghdadi™, qui a précisé que le dénominateur de la

fraction vérifie I’égalité 3n(n+1)+1=(n+1)° —n3,
Dans I’ouvrage d’as-Samaw'al® et dans celui de Nasir ad-din at-Tast (m. 1274)% la

formule est énoncée comme suit :

_ n3 13
YAa-Yndsrans o= g, AT

3n2 +3n+1 (n+1)% —n3
Al-Hasan an-Nishabari™ n’a pas énoncé le procédé mais il a fait une description de

I’algorithme qui permet de déterminer la valeur du terme (3n3 +3n). Aussi, la formule

A—n3

pourrait étre énoncée de la maniére suivante : /A= ¥nd1ran+ (2—)— :
3n° +3nj+1

Al-Kashi n’a pas traité le cas de la racine cubique mais comme an-Nishabiri il a utilisé

la méthode du tableau pour décrire I’algorithme d’extraction de la racine carrée et de la racine

cinquieme. 1l a aussi précisé que le dénominateur de la partie fractionnaire s’écrirait
(n+1)3=n3et il I'a nommé dénominateur conventionnel.

A-n®

5 fraction conventionnelle et le procédé
3n°+3n)+1

Il a aussi appelé la fraction [

d’approximation approximation conventionnelle®. Cette terminologie a été utilisée au XI11°

siecle par Nasir ad-din at-Tast (1201-1274) dans son ouvrage intitulé Jawamid al-Aisab bi t-

% _ AL-BAGHDADI : At-Takmila f7 I-kisab al-hindz, op. cit., pp. 89-90.
%. RASHED, R. : Entre arithmétique et algébre. Recherches sur I'histoire des mathématiques arabes, op. cit, p.

140.
- DJEBBAR, A. : Les algorithmes et optimisation dans les mathématiques arabes, op. cit, p. 138.

%_ ABASSI, A. : Le calcul de la racine n®™ d’un nombre chez al-Hasan an-Nisabirz (XIVE siécle), op. cit, p. 36.
% . AL-KASHI : Miftah al-hisab, op. cit, p. 68, 71, 98.
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takht wa t-turab [Recueil sur le calcul par la planche et la poussiére]*®. Nous signalons
gu’an-Nishabari ne I’a pas signalée dans le premier chapitre du deuxieme genre de son

ouvrage ar-Risala ash-shamsiyya.

Les auteurs des ouvrages que nous avons consultés n’ont donné aucun argument
pouvant expliquer les différentes formulations du procédé ni leur généralisation. Ils n’ont fait
aucune allusion aux deux méthodes suivantes qui pourraient étre a I’origine de son énoncé :

En plus de la méthode de fausse position, il y a I’interpolation linéaire™® que nous

présentons ainsi :

En considérant la fonction f(x)=x>, passant par les deux points M(n, f(n)) et
N((n+1), f(n+1)) et sachant que f(n)<A<f(n+1) avec A=f(§/K), on peut écrire la
relation suivante :

A-f(n)_f(n+1)-f(n)
3aA-n  (+D)-n

A—n3

D’oul I’approximation 3/A~n + T 3
(n+1)° —n

Pour la deuxiéme méthode, nous pouvons utiliser la précision d'al-Baghdad*®

explicitant la relation (3n2 +3n +1)=(n +1)* —n® avec Iidée de négliger des puissances des

quantités plus petites que I’unité et proposer I’interprétation suivante :

On pose YA =n+v, avec O<v<l.

Dot A=(n+v)? =n3+3n%v+3nv2 +v3
Puis, en utilisant v3zv2zv, on obtient A—n3=(3n2+3n+1)v d'ou
A—n3
sz—.
3n“+3n+1

Nous signalons que la valeur approchée calculée par ce procédé est par défaut. Ce

résultat a été constaté au X° siecle par al-Uglidisi. Pour le vérifier, nous donnons d’abord

I"erreur en fonction du reste r =A—n? etden:

100 _DJABBAR, A. : Algorithmes et optimisation dans les mathématiques arabes, op. cit, p. 137

10L _es deux méthodes ont été proposées par R. Rashed. RASHED, R. : Entre arithmétique et algebre, op. cit.,
p. 117.

192 AL-BAGHDADI : At-Takmila f7 |-hisab al-hindz, op. cit., p. 90.
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r 3 3 2 r r2 r3
Nt————| =n +3n 5 +3n +
3n” +3n+1 3n” +3n+1 (3n2+3n+1)2 (3n2+3n+1)3
2 3
_ailan r - r ~ (§n+1)r
(3n2+3n+1) (3n2+3n+1)3 [Bn? +3n+1)
2
=A+1— ' 23nr + ' > —(3n+1)
fBn” +3n+1)| an® +3n+1) (512, 341
Puis, en utilisant I’inégalité r<(3n2 +3n +1) on obtient :
2 2
23nr + ' 2—(3n+1)<0 car 23nr <3n et r—2<1
fan” +3n+1] (3n2+3n+1) 3n” +3n+1 (3n2+3n+1)

L’avantage de ce procédé d’approximation réside surtout dans le fait qu’il utilise d’une
maniére directe les résultats des opérations partielles effectuées dans I’algorithme de
I’extraction de la racine cubique. La méthode du tableau représentant cet algorithme est, par
ce fait, un moyen sir et efficace assurant a la fois le calcul de la racine exacte et la

détermination de la partie fractionnaire de la racine approchée.

Formule 2

a3
Ya=Ynd+r ~n+ AN

3n2 +1

C'est la formule qui a été proposée par Kushyar Ibn Labban dans sa description de

Ialgorithme d’extraction de la racine cubique du nombre 2986100'%. Elle a, également, été

104

utilisée par an-Nasawi mais elle n'a pas été reprise par les mathématiciens postérieurs dont

les ouvrages nous sont parvenus.
Ce procédé est peut étre basé sur une idée principale qui consiste a réduire la valeur du
dénominateur de la fraction de la formule 1 de fagon & corriger I’erreur commise par le

premier procédé.

1%3_1BN LABBAN : Ugil hisab al-hind, op. cit., pp. 98-99.
1% DJEBBAR, A. : Algorithmes et optimisation dans les mathématiques arabes, op. cit., p. 137.
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A-n3 A-n® A-n3

Ainsi, trois formules auraient pu étre suggeérées : Nt—— N+ ——— et n+ >
3n“+1 3n“ +3n 3n
g A-n? A-nd A-n® A-nd
Elles vérifient: n+ 5 >N+ 5 , n+2—>n+2— et
3n° +1 3n°+3n+1 3n“+3n 3n“+3n+1
A-n3 A-n3
nt———>n+— .
3n 3n“+3n+1

1- Pour justifier la premiére formule on utilise I’idée de négliger des quantités plus
petites que I’unité :

3 3

onpose A=(n+v)® =n® +3n?v+3nv2 +v3,

Puis, en considérant v3~0 et V2 z,é}’—n nous aurons : A—n°~3n2v+v.
3
N A-n
D’ou v= 5 .
3n° +1

Cette formule présente quelques particularités. Tout d’abord, I’erreur exprimée en

2
fonction du reste r =A—n? etde n est la suivante : 5 32nr + r -1

an2 +1| (3% +1) fan? 41f
2 3

(n+ 2r J‘°’:n3+3n2 Zr +3n—" P

3n“+1 3n“+1 (3n2 +1)2 (3n2 +1)3
car: )
_ A4 r 3nr N r 1

3n? +1| (3n2 +1) @n2+1f

De Ia, nous pouvons déduire que :

1- Si A-n<n [lerreur est par défaut. Par consequent le procédé offre une

3 3
N . " . A-n A-n
approximation meilleure que le précédent puisque n t— <N+ — <YA.
3n“+3n+1 3n“ +1

2-SiA-n®>n Ierreur est par exces mais elle peut étre inférieur a I’erreur commise

par la formule 1 comme pour I’exemple 3/11 %,

105 » 6528 . . 222 N
L’erreur vaut 6859 par le premier procédé et vaut 2197 a travers le deuxiéme.
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Comme elle peut étre plus grande comme pour I’exemple 31816,

Nous pouvons Vérifier aussi que si r >3n2 +1 Ierreur est plus grande que 3n. En

revanche, I’erreur commise par le premier procédeé est plus petite que deux car :

3nr S 3n(3n2+1) ot r2 S (3n2+1)2

2
e (3n2+3n+1) (3n2+3n+1) (3n2+?>n+1)2 (3n2+3n+1)2

Par conséquent :

r ‘ 3nr N r? —(3n+1 <14+ 18n3+9n2+6n_ 3n+1
(3n2+3n+1) ‘(3n2+3”+1) (3n2+3n+1)2 (3n2+3n+1)2 3% +3n+1

18n3+9n2+6n 3n+1

Sionpose u= TR , hous pouvons Vérifierque 1 >u > 0.
(3n2+3n+1) 3n® +3n+1
, e . A-n3
2- Nous n’avons pas trouvé I’enonce de la deuxiéme formule, n+——, dans les
3n“ +3n

ouvrages gque nous avons consultés.
3

3- Quant a la troisieme formule, n+ , elle a été énoncée avec la condition

3n?
(A— n3)< ((n +1)3 - A) au X1V® sigcle par Yadish lbn Ibrahim al-Amawi dans son ouvrage

intitulé Marasim al-intisab fr madalim al-hisab [Les honneurs de I’affiliation sur les signes du

calcul]. L’auteur a vécu a Damas mais son écrit contient certains procédés d’approximation
qui sont connus uniquement dans I’Occident musulman. Son ouvrage contient aussi d’autres
procédés qui n’ont pas été énoncés dans les écrits de I’Orient que nous avons consultés ni
dans ceux de I’Occident qui sont actuellement accessibles. Ce mathématicien, qui est
d’origine andalouse a certainement formulé des procédés d’approximation a partir de ceux qui

sont connus dans les deux traditions?”.

106_Pour ce cas précis, I’erreur a travers le premier procédé est par défaut et vaut 148011 g revanche, elle est

6859
519

2197 °
W07 AL-AMAWI : Marasim al-intisab f7 madilim al-hisab [Les honneurs de I’affiliation sur les signes du calcul],

Saidan, A. S. ed, Alep : Université d’Alep, Institut d’Histoire des Sciences Arabes, 1981. Cet ouvrage est
rédigé a Damas. Nous exposerons les formules d’approximation qu’il contient dans la deuxieme partie de
notre travail qui est consacré aux procédés d’approximation dans les ouvrages de I’Occident musulman et
ce pour mieux montrer la contribution de ce mathématicien.
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Formule 3

s

10"

Comme pour la racine carrée, nous pouvons Vérifier qu’en choisissant n trés grand on

YA =~

obtient une approximation plus précise. La valeur du numérateur est déterminée par
I’algorithme de I’extraction de la racine cubique du nombre (A.103“). Et la division du
résultat de cette opération par (10”) détermine les n premiers chiffres de la partie fractionnaire

de la racine. Ainsi, le choix de n dépendrait de la précision que I’on veut atteindre. C’est ce

qu’a affirmé al-Baghdadt qui a nommé cette méthode de [procédé] par les zéros'®.

Al-Uqglidist a lui aussi évoqué ce procédé par le méme nom mais il I’a énoncé d’une

3 A3
b

maniere plus générale par la formule suivante A=

. Il a aussi précisé que, plus le

nombre par lequel on multiplie A est grand, plus on s’approche de la valeur réelle de la racine

cubique®.

Au XI1° siécle, as-Samaw’al al-Maghribt a explicité les étapes de ce procédé. Il a aussi

proposé de poursuivre le processus indéfiniment mais il n’a pas utilisé d’exemples**.

3 Ab3
b

An-Nishabiiri a énoncé la formule: /A=

, en précisant que la valeur du
numérateur est déterminée par la formule 1 ',
Al-Kashi a énoncé ce procédé dans le chapitre consacré aux fractions. Il a utilisé la

méthode du tableau pour calculer la racine cubique exacte du nombre 3\/ A.10%" . Puis, il a

exposé une régle de calcul pour déterminer la valeur de la partie fractionnaire du nombre /A .

Pour expliciter sa methode, on pose u=ujUy..Uy = [3\/A103”} le nombre obtenu par la

méthode du tableau et r le reste avec m > n. Puis, on écrit u=ujup...upunys1..um tel que

v=uquy..up représente la partie entiére du nombre irrationnel 3/A obtenu par I’algorithme

108_ AL-BAGHDADI : At-Takmila f7 |-zisab al-hindz, op. cit., p. 90.

109 AL-UQLIDISI : Kitab al-fusal f7 I-kisab al-hindz, op. cit., p. 416-420.

10_ RASHED, R. : Entre arithmétique et algébre. Recherches sur I'histoire des mathématiques arabes, op. cit.,
p.145. _

11 ABASSI, A. : Le calcul de la racine n®™ d’un nombre chez al-Hasan an-Nzsabzri (XIV® siécle), op. cit., p.
37.
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d’extraction de la racine cubique de A. Et w=upnqun+2..um représente les chiffres obtenus en
poursuivant I’algorithme aprés avoir ajouté (3n) zéros a droite du reste obtenu dans la
détermination de v=uu2...up, .

W.(3u2 +3u +1)+ r
(3u2 +3u +1)10n

La régle qu’al-Kashi a énoncée est la suivante YA ~v+
Elle exprime parfaitement I’approximation conventionnelle car d’apres la formule 1
3 3n
A10 x ! (u+ 5 r ]=v+ ! (W—l— > ' j
10" 10" 3u +3u+1 10" 3u° +3u+1

YA VAP
bP

nous avons : YA =

La généralisation du procedé est donnée par I’expression suivante :

b peut prendre la valeur 10 ou 60 ou bien une autre valeur choisie selon les exemples traités.

Formule 4
Soit x; la premiere valeur approchee du nombre irrationnel /A , calculée en appliquant

la formule 1. On détermine les autres valeurs approchées comme les termes de la suite (x,, )n :

3
Xp1+t———— Sl Xp1 -A)<0
2n° +n
définie comme suit: YA = n3+rzxn=
2
Xp_1 — 5 , S \Xp_1" —A]>0
2n° +n

C’est le procéde, qui a été énonce par as-Samaw’al dans son ouvrage al-Qiwami f7 I-

hisab. 1l a donné [I’expression de la deuxieme valeur de la maniére suivante

3
A—X .~ o\ ,
Xo = X1 + L en précisant que la premiere valeur calculée par la formule 1 est par

2n2+n

défaut. Il n’a donné aucune justification pourtant il a proposé d'étendre I'itération indéfiniment

112

afin d'obtenir une meilleure précision™. 1l a méme proposé de généraliser le procédé aux

racines d’ordre supérieur**,

112_ RASHED, R. : Entre arithmétique et algébre. Recherches sur I'histoire des mathématiques arabes, op. cit.,
p.118-119.

13_ M. Guillemot a établi que la convergence de la suite dépend de la valeur attribuée au premier terme et aussi
de la valeur du nombre dont on cherche la racine. Il a montré que I’exemple traité par as-Samaw’al
représente un des cas de convergence. Voir GUILLEMOT, M. : Sur quelques algorithmes a travers un écrit
d’as-Samaw’al, op. cit.
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Formule 5
B3
:ﬁ _ Vb))
b b

C’est la formule qu’al-UqglidisT a énoncée en précisant, dans les exemples qu’il a traités,

. . N . . N a
de prendre la valeur du numérateur égale a la partie entiére du nombre irrationnel 3 [B}bs :

Mais, lorsque le numérateur ainsi que le dénominateur sont des cubes parfaits, il a appliqué

a =% 114

I’égalité suivante 3/—
g b 3

C’est aussi ce qu’a énoncé al-Baghdadi pour ce cas précis. Mais dans le cas de
’irrationalité du numérateur ou du dénominateur, il a énoncé la formule suivante:

3g:§/ab72
b

b

en précisant que la valeur du numérateur est déterminée par approximation™*.

As-Samaw’al a répété ce qui a été établis avant lui par al-Uglidisi, al-Baghdadr et al-

3/ab2
b

. . . a -
Karaji*'®. An-Nishabari a évoqué la formule suivante : ?/% = en précisant que la valeur

du numérateur est déterminée par la formule 1*'.

Al-Kasht a repris I’expression utilisée par an-Nishabari avec quelques différences au

niveau de la terminologie. Il a aussi proposé d’appliquer I’approximation conventionnelle

pour calculer la racine cubique d’une fraction qui s’écrit comme somme d’un entier et d’une

P PR a e A N . .
fraction inférieure a I’unité : E:n +E' Le procédé décrit peut étre formulé comme suit :

r .
3\’/E ~M+—————, avec m:[%J et r=r'+3' , I’ étant le reste obtenu dans le calcul
b 3m“ +3m+1 b

de m118

14 AL-UQLIDISI : Kitab al-fusil f7 I-hisab al-hindz, op. cit., pp. 420-422, 412.
15 AL-BAGHDADI : At-Takmila f7 I-zisab al-hindz. op. cit., pp. 137-138.
5. RASHED, R. : Entre arithmétique et algébre. Recherches sur I'histoire des mathématiques arabes, op. cit.,
p. 120.
W7 ABASSI, A. : Le calcul de la racine n®™ d’un nombre chez al-Hasan an-Nisabiri (XIV® siécle), op. cit., pp.
37-38.
18 AL-KASHI : Miftah al-hisab, op. cit., pp. 95-96.
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1.2.2.c. Les procédés d'approximation de la racine d’ordre supérieur

Comme pour les sections précédentes, les formules que nous allons présenter sont
basées sur la relation qui a été établie dans les ouvrages d’algébre du XI° siécle et qui est

justifiée par ce que fournit le triangle arithmétiqgue, c'est a dire:
k=p-1 ‘
(n+1)P-nP= % cP~ nk . Et aussi sur I’assertion suivante : pour tout entier p, p > 2
k=0
et tout nombre A il existe un nombre entier n tel que nP <A<(n+1)P et A sécrit

k=p-1
_nP p—k _k
A=nP +r avec r < Z Co "nt.
k=0

Formule 1

Va=NnPir=n+

(n+1)P —nP

Cette formule a été utilisée par as-Samaw’al dans son ouvrage al-Qiwami 7 I-hisab™™.

An-Nishaburi I’a clairement énoncée pour p=3, aprés avoir exposé la méthode du tableau

120

pour I’extraction de la racine d’ordre supérieur". Quant a al-Kashi, il a fait une description

détaillée du calcul du dénominateur de la fraction, qu’il a appelé dénominateur conventionnel.
Il a utilisé des termes algébriques pour bien préciser les coefficients des puissances de n et il a
donné une représentation générale des termes qui interviennent dans la formule.

Les valeurs obtenues par ce procedé d’approximation sont par défaut et I’erreur peut
atteindre I”unité dans certains cas'*.

Pour justifier la formulation, on utilise la généralisation de I’opération qui consiste a
négliger des quantités trés petites ainsi :

On pose YA =n+u. Puis on écrit le développement de I’expression (n+ u)p :

Ensuite, en considérant uP ~uP 1 ~uP=2 ~..~u? ~u on aboutit a I’expression de la
. A-nP
fractonuxy ———.
(n+1)P —nP

119_R. Rashed I’a parfaitement souligné dans son étude de quelques sections de cet ouvrage. Voir RASHED, R. :
Entre arithmétique et algebre. Recherches sur I'histoire des mathématiques arabes, op. cit., pp. 115-117.

120_ ABASSI, A. : Le calcul de la racine n®™ d’un nombre chez al-Hasan an-Nisabiri (XIV® siécle), op. cit., pp.
31-37.

121 _ Nous avons déja exposé un exemple qui affirme cela dans le cas p= 3.
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Formule 2

A ~ VADPT

C’est la formule qu’an-Nishabari a énoncée pour p=4 mais il n’a pas utilisé

d’exemples. Il est possible qu’il I’ait appliquée de la maniere suivante :

s

bn

VA ~

122

o

10"

dans le but d’exprimer la valeur approchée en fonction des fractions décimales et de montrer

As-Samaw’al a, en plus, utilisé d’autres formules comme YA ~ et ce

qu’il est toujours possible d’atteindre la valeur approchée souhaitée’?.

Al-Kasht a répété le procédé d’as-Samaw’al ensuite il a exposé un moyen qui permet de

compléter les calculs. Nous pouvons généraliser sa méthode que nous avons déja exposee

dans le cas de la racine cubique ainsi :

On pose B=ujus...uy, le nombre trouvé par I’algorithme de I’extraction de la racine

d’ordre p du nombre (A.lO PN )et r le reste avec m > n. Puis, on écrit B = UjUs...UpUn1..Un

tel que C=uyU,..u, représente la partie entiére du nombre irrationnel YA obtenu par le
méme algorithme. Et D=up,qUn.2..Uy, représente les chiffres obtenus en poursuivant
I’algorithme aprés avoir ajouté (p.n) zéros a droite du reste, obtenu apres la détermination de
C=Uliz..Up .

D.((B +1)P - BP )+ Mo

Ainsi, on calcule E/Z ~C+
(B+1)P—BP 10"

122. ABASSI, A. : Le calcul de la racine n®™ d’un nombre chez al-Hasan an-Nisabari (XIVE siécle), op. cit., p.
37.

123 RASHED, R. : Entre arithmétique et algébre. Recherches sur I'histoire des mathématiques arabes, op. cit.,
p. 120.

124 AL-KASHL. : Miftah al-hisab, op. cit., p. 97.
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Formule 3
Soit x; la premiere valeur approchée du nombre irrationnel B/K, calculée en appliquant
la formule 1. On détermine d’autres valeurs approchees comme les termes de la suite (xn)n,

définie comme suit :

p-2
(p-1nPLt4 > nK

k=1
DA =NnPir~x, =
n

Xn_1 + , S (xn_lp - A)< 0

Xp_1" _A‘ ) 0
Xp_1— 02 , S (xn_l —A)>0
(p—1nP14 S nk
k=1

C’est le procédé, qui a été énoncé par as-Samaw’al dans son ouvrage al-Qiwami *%°.

Formule 4

pﬁz VapP?t
b b

An-Nisabirt a énoncé cette formule et I’a appliquée pour le calcul de ‘\1/2. Le résultat

. . 12 . . ] .
qu’il a donné, 440 ~ 2+E' prouve qu’il a calculé le numérateur en appliquant la formule

1'% Al-Kasht a lui aussi énoncée le procédé en précisant d’appliquer I’approximation

conventionnelle pour le calcul du numérateur*?’.

125 RASHED, R. : Entre arithmétique et algébre. Recherches sur I'histoire des mathématiques arabes, op. cit.,
p. 119. M. Guillemot a établi que pour A = 2 la suite converge vers la racine p*™ de 2. Voir GUILLEMOT,
M. : Sur quelques algorithmes a travers un écrit d’as-Samaw’al, op. cit.

126_ ABASSI, A. : Le calcul de la racine n®™ d’un nombre chez al-Hasan an-Nisabiri (XIV® siécle), op. cit., pp.
37-38.

127 AL-KASHI : Miftah al-hisab, op. cit., pp. 95-96.
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I-3. Les procédés d’approximation dans les écrits d’algébre de I’Orient
musulman : Exemple I’ouvrage d’at-Tast (XI1°s.)

L’étude des équations algébriques dans I’Orient musulman a commencé avec la

publication de I’ouvrage algébrique d’al-Khwarizmi (m. 850) intitulé al-Mukhtasar fr zisab
al-jabr wa I’'mugabala [L’Abrégé sur le calcul par la restauration et la comparaison]. La partie
théorique de ce traité contient des algorithmes de résolution de six équations canoniques a

coefficients strictement positifs formulées a partir des trois objets c, X, X2, Ainsi que des

preuves sur la validité des algorithmes de résolution des équations de degré deux'?®,

Les écrits, qui ont été rédigés apres, ont traités les équations cubiques et celles qui se

ramenent aux équations de degré inférieur ou égal a trois. 6Umar al-Khayyam (m. 1131) a
établi une théorie géométrique des équations de degré inférieur ou égale a trois dans son
ouvrage intitulé Magala fr I-jabr wa I-muqgabala [Epitre sur I’algebre]. 1l a distingué vingt-

cing équations a coefficients strictement positifs a partir des quatre objets algébriques

suivants : c,x,xz,xs. Puis, il a discuté I’existence de la solution de chacune en utilisant des

notions géométriques comme la droite, le cercle et les sections coniques. Dans le cas des
équations cubiques, il a montré I'existence d'une ou de deux solutions positives, comme
abscisses d’un ou de deux points d’intersection de deux sections coniques, mais sans pouvoir

déterminer leurs valeurs numériques'?.

A la fin du XII° siécle, Sharaf ad-dine at-TasT s’est intéressé a I’étude les équations

cubiques. Il a utilisé une méthode geométrique similaire a celle d’al-Khayyam pour prouver

I’existence des solutions positives, ainsi qu’une méthode numérique qui propose un procédé
itératif pour calculer la valeur de la solution.

Au XIV* siécle, al-Kashi1 a déclaré, dans son ouvrage Miftah al-kisab, avoir résolu des

équations de degré inférieur ou égal a quatre dont il a estimé le nombre a quatre-vingt-quinze.

Il a affirmé avoir pu résoudre en plus des vingt-cing d'al-Khayyam et d’at-Tasi les soixante-

dix restantes que personne n’avait étudiées avant lui. Il n’a pas présenté la méthode d’at-Tast

128 MUSHARRAFA, A. M. & MURSI, M. H. : Kitab al-jabr wa I-mugabala li Mukammad b. Misa al-
Khwarizmz, Egypt, Dar al-kitab al-6arabi lit-tibaba wa n-nashr, 1968, pp. 16-26.
2. DJEBBAR, A. & RASHED, R. : L’ceuvre algébrique d’al-Khayyam, Alep, Université d’Alep, I. H. A. S,
1981.
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130

mais il a promis de faire un exposé de la sienne dans un autre ouvrage™". Aucun document

n’a eté découvert jusqu’a présent prouvant la réalisation de ce projet important. Mais, nous
signalons qu’une méthode d’al-Kashi pour résoudre une équation du type X3 +0 = px est

connue de nos jours & travers un traité astronomique™’.

Dans cette section, nous présentons la méthode numérique de Sharaf ad-din at-Tast

pour résoudre des équations de degré inférieur ou égal a trois. Mais avant, nous signalons que

le contenu de son ouvrage sur al-Mudadalat [Les équations], qui contient la description de

cette méthode, est encore inconnu dans sa version intégrale. La partie importante qui nous est
parvenue a été réalisée au XII1° siécle par un anonyme. D’aprés son propre témoignage, ce
dernier a délibérément omis de rapporter certains passages du texte originel concernant des
calculs qu’il a jugés longs et inutiles**2.

Le traité d’at-Tast s’insere dans la tradition algébrique qui traite de la théorie des
équations de degreé inférieur ou égal a trois exposée dans I’ouvrage de 6Umar al-Khayyam.

Deux méthodes caractérisent la résolution d’at-Tasi : la premiére est géométrique et la

deuxieme et numérique. Il a aussi emprunté une démarche nouvelle utilisant la notion de
maximum d’une courbe pour prouver I”existence des solutions de certaines équations™.
Les études, qui ont évoqué ou étudié le contenu de cet ouvrage important, ont certifié

gu’at-TasT a utilisé un calcul approché pour déterminer les chiffres des solutions des vingt

cing équations™**

. Aussi, nous allons essayer de le montrer a travers quelques exemples. Mais
avant cela nous donnons quelques indications sur les notions qui interviennent dans le

raisonnement et les calculs d’at-Tasl.

Tout d’abord, nous rappelons que sa méthode s’inspire de I’algorithme d’extraction de

la racine niéme qui était déja connue a partir du XI11° siécle.

130 AL-KASHI : Miftah al-hisab, op. cit., pp. 198-199.

Bl Nous exposerons cette méthode dans la prochaine section. Pour plus de renseignement voir
YOUSCHKEVITCH, A. P. & ROSENFELD, B. A. : Al-Kashi. In Ch. Gillespie (éd.) : Dictionary of
Scientific Biography, New York, Scribner’s Sons, 1981, vol 7, pp. 259-260.

%2_ Dans son édition de cette version, R. Rashed a évoqué ce témoignage et a discuté I’intérét de la partie

manquante pour I’histoire du calcul numérique. Voir RASHED, R.: Sharaf al-din al-Tisz, Euvres

Mathématiques, Algébre et géométrie au XI1° siécle, Paris, Les Belles Lettres, 1986, pp. XXXVII-XLI, 2.

BOROWCZYK, J.: Preuve et complexité des algorithmes de résolution numérique d’équations

polynomiales d’al-Tasi et de Viete, Actes du deuxieme colloque maghrébin sur [I’histoire des

mathématiques arabes, Tunis le 1- 2- 3 décembre 1988, Tunis, Maghreb-Edition, non daté, pp. 27-52.

13%_ En plus de R, Rashed, A, Djebbar a lui aussi présenté la méthode d’at-TasT comme celle qui expose la
résolution approchée d’une équation algébrique de degré trois. Voir DJEBBAR, A.: Algorithmes et
optimisation dans les mathématiques arabes, op. cit., pp. 185-194.
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Parmi les notions qu’at-TasT a utilisé nous citons :
1- Dans la base décimale, lorsqu’un nombre entier N occupe (n +1) positions il

s’écritN = apap_1..4ag . Eton pose n+1=d(N)

2- L’ordre décimal de N est ord(N)=n si a, #0

3- L’ordre décimale de la solution d’une équation algébrique de degré p, qui s’écrit

- N d(bg)
P(x)=by avec P(x)= > by x“ et by = 0, est déterminé par - ~1.
k=1

4- Pour déterminer la valeur de la solution d’une équation cubique dont I’ordre décimal

est égal m, on I"écrit sous la forme s=sS;...., .

La méthode d’at-Tast consiste a déterminer les chiffres s; par un procédé itératif.

Un exemple de I’équation de degré deux du type x? +ax=N

X2 +31x=112992 .....coooovver..... (1)
On pose P(x)=x? +31x

Les étapes de la résolution

1- La détermination de I’ordre décimal de la solution

r{@}—lﬂ

La solution est de I’ordre des centaines c'est-a-dire se boz ,103[ :

S=50515 =X + X + Xo €t x; =102,

2- La détermination de la premiére valeur approchée de la solution

Cette valeur est xp = 50102. Pour la déterminer on recherche le plus grand chiffre sg

dont le carré est inférieur ou égal a 11.
La condition qui est posée est due au fait que X verifie 502.104 +31.10230 =112992.
Ainsi, on trouve sy =3. Et s~300 est la premiére valeur approchée de la solution.

On pose Ny =N —P(xg)=13692 et on passe a I"étape suivante :

3- La détermination de la deuxiéme valeur approchée de la solution

La deuxieme valeur a déterminer s’écrit y= Xg +X; =(50102 + 3110).
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X est solution de [I’équation déduite de la premiére a travers [I’égalité
P(XO + Xl): P(Xo )+ (2X0 + 31)X1 + X12

N - P(xo)

Elle est déterminée comme une valeur approchée du nombre x'y =—(2 31)
Xp +

N-P(xp) _13692 _
(2xp +31)10 6310

_Sl

D’ou s~320 est la deuxiéme valeur approchée de la solution.

On pose Ny =N —P(xq + X1 )=672 et on passe a I’étape suivante :

4- La détermination de la troisieme valeur approchée de la solution

La troisieme valeur a déterminer s’écrit z= Xy + Xy + X =(50102 +5110+s, )

Xo est solution de I’équation deéduite de la premiére a travers [I’égalité
P(Xg + X1 + X2 )=P(Xg + X1 )+ (2(xg + X1 )+ 31)X, + Xp2.

N —P(xg + %)
(2(xg +x1)+31)

Elle est déterminée comme une valeur approchée du nombre x's =

N-P(xg+X) 672
(2(xg +%)+a) 671

D’ou =Sy

Généralisation du procédé

P(x)=x2 +ax =N

Soit r l'ordre décimal de la solution. Celle-ci va s’écrire sous la forme
S=Xg+X +Xp+.tX, avec X;=s1.10"7.

La détermination chiffre par chiffre de cette solution utilise deux notions :

1- Pour xg =s(.10", sq est considéré comme le plus grand entier 0 < sy <9 vérifiant
g2 < N.1072".
2- Pour determiner xq =sl.10r_1 avec 0 <s; <9 on procede de la maniére suivante :

N —P(xp)
(2xo +a)10" 1

On reitere le procédé pour trouver les chiffres restant :
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N —P(Xg +Xg +...+ Xj_1)

i~ i
(2(xg + X +...+ Xj_1)+a)10""
At-Tasi a proposé de déterminer la valeur de la solution a partir d’une représentation

des chiffres des nombres N et a, qui sont les coefficients du polyndme, les uns par rapport aux

autres. Il a distingué trois cas selon la comparaison de I’ordre de N et celui de a. Dans
certaines représentations comme celle qu’il a proposée pour I’équation (1), il a utilisé la

notion de division pour déterminer la valeur des chiffres s;, i>1.

L analyse du texte montre aussi que $; est obtenu en divisant (N — P(xq ))par le nombre
(2xo +a)10" ! dont le terme (2x, +a) correspond parfaitement & P'(xo ) qui est la valeur du

polyndme dérivé P'(x)=2x+a au point Xo = 3.102.
Pour calculers,, il a répété la méme opération c'est-a-dire la division du reste

(N = P(xg + 1)) par le nombre (2(xg + X, )+aJl0" =2 ol (2(xg + X, )+a)=P"(xg + X, )***.

Un exemple de I’équation de degré trois x> +bx = N
x3 +36x =33087717.................. (2)

On pose P(x)=x3 +36x

Les étapes de la résolution
1- Ladétermination de I’ordre décimal de la solution

; :[d(33027717)} Lo

La solution est de I’ordre des centaines. D’ou SEbOZ,losl et s s’écrit

S=50S1Sp =X + X + X5, avec x; =10"""

135_ Sur I’utilisation de la notion de dérivée dans I’ouvrage d’at-Tasi, deux études ont été publiées pour discuter
ce volet important de la résolution des équations algébriques par les mathématiciens arabes. Il s’agit de
I’étude de R. Rashed et de celle de J. P. Hogendijk. Voir RASHED, R.: Sharaf al-din al-Tisi, Euvres
Mathématiques, Algébre et Géométrie au XII° siecle, op. cit. HOGENDIJK, J. P. : Sharaf al-Din al-Tast on
the Number of Positive Roots of Cubic Equations, Historia Mahtematica, n° 16, (1989), pp. 69-85.
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2- La détermination de la premiere valeur approchée de la solution

Cette valeur est xg = 30102. L’auteur détermine le chiffre sy en le posant egal au plus
grand entier dont le cube est inférieur ou égal a 33.

Effectivement, comme s vérifie 303.106 +36.10230 =33087717 on trouve sp=3.
D’ou s~300 est la premiére valeur approchée de la solution.

On pose Ny =N —P(xq)=6076917 et on passe  I’étape suivante :

3- La détermination de la deuxiéme valeur approchée de la solution

La deuxieme valeur a déterminer s’écrit y= Xg +X; =(50102 + 3110).
Xy est solution de [I’équation déduite de la premiere a travers [I’égalité
P(xg + X )=P(xg)+ (3x02 + 36)><1 +3XgX(2 + X,

N - P(xo)

Elle est déterminée comme une valeur approchée du nombre x'; = 5 :
3Xp“ +36

N-P(xq) _60076917 )
(3xp2 +36)10 2700360

D’ou s~320 est la deuxiéme valeur approchée de la solution.

On pose Ny =N —P(xq + X )=308197 et on passe & I’étape suivante :

4- La détermination de la troisieme valeur approchée de la solution
La troisiéme valeur a déterminer s’écrit z= Xg + X1 + X :(30102 +5110+5, )

X, est solution de [I’équation déduite de la premiére a travers [I’égalité

P(XO +X + X2)= P(XO + X1)+ (S(XO + X1)2 + 36))(2 +(3(X0 + Xl)X22 + X23).

Elle est déterminee comme une valeur approchée du nombre x'p = N = P(X02+ x)
(8(xo + %)% +36)
N-P(xg+%) 308197 _ 1o

D’ou 5 = ~
[B(xo +% )2 +36) 306636

Généralisation du procédé

On pose P(x)=x° +ax =N
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Soit r I’ordre décimal de la solution. Cette derniére va s’écrire sous la forme suivante :
S=Xg+X +Xp +ot X, avec xj=s;.10"
La détermination chiffre par chiffre de cette solution utilise deux notions :
1- Pour X =s¢.10", sy est considéré comme le plus grand entier, 0<sy <9,
vérifiant s> < N.1073",
2- Pour xq =51.10r_1 avec 0 < s;<9 on procéde de la maniére suivante :

N —P(xo)

1 (3x02 + a).1of-1

Nous remarquons que (3x02 +a) correspond a la valeur du polyndéme dérivé au point

Xo C’est a dire P'(xg ). On pourra ainsi écrire

N-f(x) _ N-f(x)
(B2 +a)10"™1  P'(xp) 10"

S1=

On réitére le procédé pour retrouver les chiffres restant :

N—P(xg+X +..+Xi_1) _ N=P(Xg+..+X_1)

(3(x0 X+ X )P a)lor_i P'(Xg +...+ Xj_4) 10"

Avant d’effectuer ses calculs, at-Tast a signalé que la disposition des chiffres du nombre
a par rapport a ceux du nombre N, ou a et N sont les coefficients du polynéme, dépend de la
comparaison des ordres suivants : Ord(\/ﬁ ) Ord(\/g). Le cas que nous avons exposé est
celui dans lequel on a Ord (\/W)>Ord (\/5)

La méthode at-Tust utilise les deux étapes exposées dans I’exemple précédent : La

premiere consiste a chercher le plus grand chiffre dont le cube est inférieur ou égal a une
quantité définie selon la disposition des coefficients du polyndéme P(x) par rapport au

nombre N. La deuxiéme étape utilise la division pour la détermination des autres chiffres de la
solution. D’aprés I’exemple que nous avons exposé, il s’agit de diviser

N; =N — f(Xg +...+ Xj_7) par le coefficient du terme linéaire qui intervient dans I’écriture de

I’équation f(xg +...+ x; ) dont I’inconnue est ;.
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Lorsque Ord (\/W)s Ord (\/5) la disposition des nombres a et N ressemble beaucoup a
celle de la division (N +a). C’est pourquoi at-Tast a utilisé la division pour déterminer le

premier chiffre de la racine.

Nous signalons aussi que dans tous les exemples d’at-Tasi, la solution est entiere est
vaut 321. Mais, nous pouvons Vérifier que méme dans le cas contraire il est possible de
déterminer les chiffres de la solution approchée et d’arréter le processus itératif a I’étape

voulu.

Nous concluons cet exposé sur la résolution des équations de degré inférieur ou égal a

trois, par le résultat qui affirme qu’at-Tis a réellement appliqué le schéma Ruffini Horner'*®,

13_ R, Rashed ainsi que J, Borowczyk ont signalé ce résultat important de maniéres différentes. Voir RASHED,
R. : Sharaf al-din al-Tist, Euvres Mathématiques, Algebre et Géométrie au XII° siécle, op. cit., pp. LXI-
LXXVII. BOROWCZYK, J. : Preuve et complexité des algorithmes de résolution numérique d’équations
polynomiales d’al-Tasi et de Viete, op. cit., p. 35, 44.
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I-4. Les procédés d’approximation dans certains ouvrages

d’astronomie de I’Orient musulman
L’astronomie est un domaine qui utilise le calcul par approximation dans la conception
des tables astronomiques et dans la résolution de certaines équations.
Les procédés d’approximation qui sont employés sont généralement ceux qui sont déja
établis par les mathématiciens, comme celui de la racine carrée. En outre, des procédés
nouveaux ont été élaborés dans le but de résoudre les équations qui interviennent dans

certains problemes astronomiques. Parmi les écris arabes qui en contiennent, nous évoquons

al-Qanan al-masdid [Le canon maséadien] qui est un ouvrage important pour I’histoire de la

trigonométrie™>’. Dans ce traité al-Birani (m. 1048) s’est proposé de calculer le coté d’un

ennéagone régulier inscrit dans un cercle. Il a ramené la détermination de la valeur de ce coté
a la résolution d’une équation du troisieme degré au moyen de deux constructions et a
I’utilisation d’un procédé particulier d’itération.

Dans cette section, nous proposons d’exposer cette étude d’al-Biriini. Puis, nous
donnerons un apercu sur la méthode d’itération de Habash al-Hasib (1X°® s.) dans la résolution

de I’équation dite de Kepler (m. 1630). Ensuite, nous présenterons la méthode d’al-Kashi pour

le calcul de sin1°.

I-4.1. La détermination du c6té de I’ennéagone régulier par al-Biriint

Al-Birant a consacré la troisiéme section du troisieme chapitre de son ouvrage al-

Qanain al-masdiat au calcul du coté de I’ennéagone régulier inscrit dans un cercle. Mais avant

d’entamer cette étude, il a précisé que les formules, qui déterminent la valeur du coté de
I’heptagone et de I’ennéagone régulier, ne sont pas connues. Il a aussi signalé que le calcul du
coté de I’heptagone a été abandonné en astrologie car le nombre premier 7 ne divise pas le
nombre 360, Puis, il a exprimé le c6té du triangle et du quadrilatére inscrits dans un cercle
ainsi que celui du pentagone, de I’hexagone, de I’octogone et du décagone régulier en

137 AL-BIRUNTI : al-Qanin al-masdidi (Canon Masudicus), INDIA, Edition dairatu I-mabarif al-duthmaniyya
(Osmania Oriental Publication Bureau) Hyderabad-Dn. 1373 / 1954.

B38_ 11 a donné cette précision dans le chapitre suivant sur le calcul de cord1°. AL-BIRUNTI : al-Qanin al-
masdial (Canon Masudicus), op. cit., p. 272, 297.
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fonction du diamétre du cercle. Mais, concernant le cété de I’ennéagone, il a déclaré que sa
valeur sera déterminée par approximation**°.

Dans son étude, il a montré que la détermination de cette valeur revient a résoudre des
équations du troisieme degré. 1l a explicité la méthode au moyen de deux constructions. Puis,
il a utilisé un procédé particulier d’itération qui repose essentiellement sur les resultats des
différents théorémes sur les cordes : la corde du double, de la moitié et du quart d’un arc dont
la corde est connue, ainsi que la corde de la différence et de la somme de deux arcs dont les
cordes correspendantes sont connues.

Mais, le résultat fondamental sur lequel repose son étude est celui qui exprime la
relation liant les cordes des arcs dans un cercle donné. Il I’a énoncé sous forme d’un lemme
gu’il a attribué a Archimeéde (m. 212 av. J. C.).

Lemme*

Soit un arc ACD (définie sur un cercle donné). Les points A, C et D déterminent une
ligne brisée en C a I’intérieur de cet arc. La perpendiculaire issue du milieu B de I’arc ACD
rencontre le plus grand coté de la ligne brisée au point E en divisant la ligne brisée en deux
parties égales : C'est-a-dire AE = EC+CD

1. L’auteur n’a pas utilisé le mot tagrib qui veut dire approximation mais plutdt les mots Aiyal ou bien
tamakzhul qui expriment le sens de I’idée ingénieuse. AL-BIRUNI : al-Qanan al-masdidt, op. cit., p. 273,
287.

10_ AI-Birani a précisé dans le titre de la premiére section que la démonstration qu’il donnera est différente de
celle d’Archimede. Youschkevitch a signalé qu’al-BiranT a écrit un traité sur ce lemme qu’il a intitulé
Risala fr istikhraj al-awtar fi da’ira bi khawas al-khaz al-munhani al-waqid fiha (Traité sur la
détermination des cordes dans un cercle a I’aide d’une ligne brisée qui y est inscrite). Il y avait proposé plus
de 20 démonstrations dont celle d’Archiméde. Ce traité a été traduit en russe par S.A. Krasnova & L.A.
Karpova, Histoire des sciences et des techniques dans les pays de I’Orient, fasc. I1lI, Moscou, 1963. Pour

plus d’informations voir YOUSCHKEVITCH, A. P. : Les mathématiques arabes (VIlle-XVe siécles), op.
cit., p. 138, 185.
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(figure 1)

Aprés avoir démontré le lemme, al-Birani s’est proposé de prouver les résultats fournies

par les propositions 6 et 5 du livre 1l des Eléments d’Euclide appliquées sur les cordes AB,
BC, AC et CD c'est-a-dire sur les parties de la droite brisée ACD dans le cercle.

Le résultat le plus important, qu’il a demontré, est une adaptation de I’énonce de la
proposition 6 du livre Il d’Euclide sur les cordes dont I’énoncé est le suivant :

Si unarc ACD d’un cercle est divisé en un point quelconque C et au milieu en B (fig 1)

alors les cordes déterminées par cette division réalisent la relation : AC.CD + BC 2 — AB?

Il a aussi démontré d’autres résultats avant d’exposer deux méthodes pour déterminer la

valeur du cété de I’ennéagone régulier :

La premiére méthode

On divise un cercle en neuf arcs égaux aux points A, B, C, D, E, W, Z, H et T. Puis, on

relie les points A et E, E et Z, tel que AE représente la corde de I’arc qui est égal au % de la

circonférence du cercle, EZ la corde de I’arc qui est égal au % de la circonférence.
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(Figure 2)

Si on considére AEZ une droite brisée dans I’arc ADZ et D le milieu de cet arc.

Et si DL est une perpendiculaire issue du point D sur AE et M tel que LM = EL alors:
LE= %4 (AE-EZ), DE=EM etAM =EZ et DEL=(37)=2(54)"".

On pose DE =1 (unité) et EZ =x.

De I’égalité AE.EZ + ED? = AD? on obtient I’équation :
(X+1)x+12=AD? ... (D)

Puis, en utilisant I’égalité AD.DE+DC?2=AC? avec AC = EZ 2 et DC = 1, on

obtient AD=XZ~1....c.c.cen.... )

2+x+1

De (1) et (2) découle I’équation suivante x4 +1-2x% =x
C’est ainsi qu’al-Birant aboutit a une équation du troisieme degré : 1+3x=x° dont la

solution ne peut étre déterminée que par approximation.

11 a relation découle du lemme d’Archimeéde c'est-a-dire : AL = EL+EZ. D’ou 2EL = (AE-EZ).
142_ Ce sont des cordes qui interceptent des arcs égaux.
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Il a proposé la solution x~1;52,45,47,13 mais il n’a pas explicité les étapes du calcul

qui permet de trouver cette valeur'®.

2
Ensuite, il a calculé la valeur du rapport A—D2 en posant le coté de I’ennéagone égale
DE
al.
2 1074881469469889

Avec AE=2:5245 47,13 et AE.EZ + DE* = . 144 il obtient
60

©1074881469469889

8 b? qui est le carré du cété du triangle inscrit dans le cercle.
60

AD?

' AD? — (cste) - 1074881469469889
DE 608

Ainsi, en posant le diamétre d = 2 on obtient b® =3 et DE :\/gzo; 41,2,32,41,55 *,
c

Nous signalons qu’al-Birani a utilisé la numération alphabétique pour exprimer les

résultats de ses calculs.

La deuxiéme méthode

Elle a été exposée par al-Birtni dans le but de vérifier le résultat précédent. Cette
méthode consiste a déterminer la valeur du coté de I’ennéagone en résolvant une équation
cubique du type x3 + g = px. Le raisonnement géométrique qu’il a utilisé est le suivant :

On considere un cercle de centre E de rayon R et deux points A et B de ce cercle tel que
AEB=(%)r=20°. D’ou EAB=ABE =(%)r.

Soit C tel que BAC :(%)BAE I(%)ﬂ. Par conséquent AéB:(%)zz et AB=AC

. ) AE AB
Les triangles ABC et EAB étant semblables alors 2B _BC

Ainsi, AB? = AE.BC

13_ Al-Birani a utilisé I’expression « bi I-istiqra’ » c'est-a-dire par induction.

44_Pour le numérateur, les calculs que nous avons effectués ont aboutit & : 1076953600589889

¥5_ L auteur a appliqué la formule donnant le coté du triangle inscrit dans un cercle qu’il a énoncée dans la
deuxiéme section sans démonstration. Si on pose d le diamétre du cercle alors le cdté du triangle qu’on note

AD est donné par la formule AD=,/d. %] (d +1d ).
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Sionpose AB=x et AE=R =1 on obtient I’équation x% =BC
On considere alors le point Z tel que CZ = AC

Par comparaison des angles, on obtient AZC :(%)n et ECZ :(%)n

Soit un autre point H tel que ZH = ZC. Alors ZHC :(%);z et ZHE :(%);z

A

20°

(Figure 3)
Par conséquent HZE =(%)7z et HE =ZH
Ainsi AB=AC=CE=CZ=ZH=HE =X
Soient AD une perpendiculaire issue de A sur EB et HT une autre perpendiculaire
issue de H sur EA.
Les triangles AED et HET sont alors semblables
Soit un point M dans le prolongement de EB tel que ED = DM

EH AE 1

D’'ou —
EZ EM

(1)

EZ=1-x et EM=2ED=2EB-BC= 2-x?

146_ Ceci découle du rapport %=% (les triangles AED et AET étant semblables).
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De (1) on obtient x 1 . C’est-a-dire x(2—x2)=1—x
1-x 2-x?

D’ou I’équation du troisieme degré : x3 +1=3x dont la solution ne peut étre calculée
que par approximation.

La solution qu’al-Birant a proposée est x=cord (20°)z0; 20,50,16,1

Aussi, cord(40°) est calculé a partir de la formule suivante : Si a=cord AB alors

a2

2
cord 2.AB=2.|a? —{T} . d étant le diameétre du cercle'*’.

Le procédé d’itération
Al-Birini a acheveé sont étude par un procédé d’itération particulier qui est le suivant :
En choisissant le diametred =2, il a proposé de calculer la corde de la moitié de I’arc du

coté de I’hexagone régulier c'est-a-dire cord(30°). En appliquant la formule donnant la corde

de la moitié d’un arc dont la corde est connue, il a donné la valeur suivante :
cord(30°)=0;3,8,29,49,38,1

Puis, il a proposé de calculer cord(12°) qui correspond a la corde de I’arc obtenu en
i i ; e A 1 o_1(1kene — (1_1kano
divisant la circonférence du cercle en 30 parties égales. Or, (%)360 _5(6)360 = (E_EbGO :

Cette corde peut étre calculée comme la corde de la différence de deux arcs dont les cordes
correspondantes sont connues qui sont le c6té du pentagone et le coté de I’hexagone.

Il obtient cord(12°)=0;12,32,36,17,46

Ensuite, il a poursuit ses calculs ainsi, si on pose S; =cord(30° +12°)=cord(42°)

On obtient S;=0;43,14,17,15 en utilisant la formule suivante :

cord (e + B)= \/[(cordaﬁ(cordﬂ)f ) (cordﬂ).(czrd (z-2a)) |, (cordﬂ).(cgrd (7-a))

On pose d’abord a=30°*%, Puis on continue en procédant de la maniére suivante :
On pose a1:30°+%(42)°:40,5° et en utilisant la formule ci-dessus on obtient

cord(a;)=0;41,32,2,34,6

147_ LLa preuve de cette égalité est basée sur le théoréme de Pythagore. Al-Birani n’a pas fait les calculs mais il a
certifié que le résultat est identique a celui trouvé par la premiere méthode

148_ C’est la valeur initiale qu’al-Biraini a appelé al-asl.
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On calcule cord ((%)al): cord (10+%)°:0;10,35,20,42,13 et ce en utilisant la formule

suivante :

2| cord %Jrlcorda

cord (%a): l[cord %(%|d cordoﬂ.CI
2

Ensuite on pose a2:300+%(40,5)°=(40+%)° et on calcule la corde en utilisant la
premiere formule : cord(a,)=cord (40+%)°:0; 41,11,7,34,6
10 1 — 1_n-
Par la deuxiéme formule, on calcule cord ((Z)az)_ cord (10+§) =0;10, 20,9, 28,38,26

Et ainsi de suite on continue de la méme maniére :

a3=30°+ (%)az :(40+%)° et cord(ag)=cord (40 + %)%0; 41,4,23,24,4
cord ((%)a3) = cord (10 + ﬁ) °=0;10,28,37,15

a4:30°+(%)a3:(40+ﬁ)° et cord(a4):cord(40+ﬁj°:0;4l,3,22,39

a10=300+(%)ag=(40+ﬁj° et cord(a10)=c0rd(40+ﬁ)°=0;41,2,32,44,29

Al-Birani a attribué au coté de I’ennéagone la valeur axaq =0;41,2,32,44,29 .

Il a signalé que cette valeur est plus grande que celle trouvée par les deux méthodes

mais que la différence est faible.

Le procéde itératif d’al-Biruint consiste & construire une suite (ay ), définie ainsi :

elihos v acfisd)

Son terme général s’écrit a,, = (40+ %j °
24"

La suite converge vers | =40° et permet d’atteindre une meilleure precision de la valeur

du coté de I’ennéagone.
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I-4.2. La résolution d’une équation trigonométrique par Habash al-
Hasib'®

L’idée d’itérer le processus d’approximation, a partir d’une premiére valeur approchee,
permet bien sdr d’améliorer I’approximation. Cette idée n’a pas été évoquée dans les ouvrages
de calcul de I’Orient qu’il nous a été possible de consulter. Mais on la trouve dans, des textes
astronomiques. Nous connaissons aujourd’hui deux problémes qui ont été résolus par un
procéde itératif.

Le premier a été traité au 1X° siécle par Habash al-Hasib pour I’établissement des tables
astronomiques™. Ces derniéres utilisent la fonction ®(t)=ksiné et d’autres méthodes et
procédures grecques connues a travers les tables de Ptolemée.

Habash al-Hasib a utilisé ce qui correspond a I’équation trigonométrique suivante :

x—asinx=b avec 0<a <1, b réel.
Pour calculer la valeur approchée d’une solution positive de cette équation, la méthode

de Habash consiste a construire la suite des nombres suivante :

Xo(t)
151.

X (t)=b+asin(x,_4(t))

Une interprétation graphique illustrant le raisonnement utilisé par ce calcul a été donnée

par Kennedy ainsi qu’une démonstration sur la convergence de la suite.

Dans son étude, Kennedy a signalé que Habash al-Hasib a calculé le terme x3 de cette

suite. La valeur qu’il a trouvé est précise vu la rapidité suffisante de la convergence de la

suite®™.

¥°_ Nous donnerons un résumé sur I’étude, qui a été réalisée par E. S. KENNEDY, E. S. & W. R.

TRANSUE, sur les méthodes itératives médiévales. Voir KENNEDY, E. S. & TRANSUE, W. R.: A
medieval lterative Algorism, American Mathematical Monthly, Vol. LXIII, n° 2, (1956) ; In KENNEDY, E.
S. : Studies in the Islamic Exact Sciences, American University, Beirut, 1983, pp. 513-516.

1%0_|_e deuxiéme probléme a été traité par al-Kashi. Il sera exposé dans la section suivante.

L. Nous avons repris les notations de A. Djebbar : DJEBBAR, A.: Algorithmes et optimisation dans les
mathématiques arabes, op. Cit.

152 C’est ce qu’a déclaré Kennedy aprés avoir démontré la convergence de la suite et avoir proposé une
interprétation graphique pour illustrer le raisonnement utilisé. Voir KENNEDY, E. S. & TRANSUE,, W. R.
: A medieval Iterative Algorism, op. cit., pp. 515-516.
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I-4.3. La détermination de la valeur de sin(1°) par al-Kashi

Dans cette section, nous allons exposer un probleme qu’al-Kasht a résolu en utilisant le

principe d’itération. Mais avant d’entamer cette étude, nous rappelons que dans son ouvrage
ieme

intitulé Miftah al-hisab, il n’a pas évoqué I’idée d’itération dans I’extraction de la racine n

d’un nombre. Il a donné une généralisation des procédés connus par ses prédécesseurs
spécialistes du calcul indien. Il a également utilisé des fractions décimales pour approcher la
racine. Mais a aucun moment il n’a fait allusion au principe d’itération pour améliorer
I’approximation. Pourtant, ce principe ne lui est pas inconnu. Certains de ses travaux, qui ont
été récemment étudiés et analysés, contiennent des méthodes d’approximation ayant pour idée
principale la construction d’une suite de nombres qui s’approche de plus en plus vers la

solution recherchée.

C’est le cas de son traité intitulé ar-Risala al-muhiriyya [Epitre sur la circonférence]

dans lequel il a calculé le rapport du périmetre d’un cercle a son diameétre en utilisant la

methode d’exhaustion. 1l a obtenu une meilleure précision de la valeur de ce rapport en

considérant des polygones réguliers inscrits et circonscrits a (3.228) cotés. Il a donné le

résultat des calculs, qu’il a effectués, dans la base sexagésimale puis décimale comme suit :

27=6:16,59,28,1.34. 51, 46,14. 50 et  27=6,2831853071795865 .

Dans son Zij Khagani [Les tables de Khagan], il a décrit une méthode pour résoudre un

probleme astronomique sur les éphémérides planétaires. Dans ses calculs, il a utilisé des

valeurs approchées et une méthode qu’il a nommée gaws al-ikhtilaf [I’arc de différence]™".

A cela, nous ajoutons que dans un de ses ouvrages, al-Kashi a déclaré avoir inventé une

méthode particuliére pour déterminer sin(1°) avec une approximation trés fine'>>. L’épitre qui

contient ce calcul est intitulée Risala al-watar wa I-jayb [Epitre sur la corde et le sinus]. Son

contenu nous est parvenu a travers un commentaire sur des tables astronomiques qui est

153 YOUSCHKEVITCH, A. P. & ROSENFELD, B. A. : Al-Kashi. In Ch. Gillespie (éd.) : Dictionary of

Scientific Biography, New York, Scribner’s Sons, 1981, vol. 7, pp. 259-260.
1 _E. S. Kennedy a présenté dans ses études sur les sciences exactes arabes les étapes les plus importantes des

calculs effectués par al-Kashi. Dans son étude, il a présenté ses commentaires et une traduction anglaise de
quelques passages du texte d’al-Kashi. KENNEDY, E. S. : Studies in the Islamic Exact Sciences, American
University, op. cit., pp. 117-120

155 _ C’est ce qui est écrit dans une copie de Miftak al-kisab qui est conservée a British Musum. Sur cette
information voir AL-KASHTI : Miftah al-hisab, op. cit., p. 22.
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intitulé Dustar al-adnal wa tashih al-jadwal [Les régles de I’opération et la correction de la

table] écrit par Miram Shalabt (XV° s.), le petit fils d’al-Kashr*®.

La méthode d’al-Kashi

Dans son épitre, al-Kashi a calculé sinl° avec 10 chiffres aprés la virgule, en

I’exprimant dans la base sexagesimale. Aba |-Wafa et Ibn Ydnus (m. 1242) I’avaient fait

avant lui mais avec seulement 4 chiffres aprés la virgule™’.

En astronomie, les techniques de calculs connues déja dans la tradition grecque
permettent d’obtenir avec précision cord (12)°, cord (6)°, cord (3)°, cord (1°30). Mais la
méthode utilisée, qui est essentiellement basée sur un raisonnement géométrique™®, ne permet
pas d’obtenir de meilleures approximations sexagésimales de cord ( °). Celle qui était connue
est cord (1°)=1;2,50 ***.

Al-Kashi a exposé, dans son épitre, un algorithme qui permet de calculer avec, une

grande précision, Sin(1°) a partir de la valeur connue de Sin(3°) qui est
Sin(3°)=3;8,24,33,59,34,28,15.
Pour expliciter ses calculs, nous posons le rayon égal a 60. Ainsi, la valeur de SinXx

coincide avec celle de sin x dans la base sexagésimale®.

Puis, en utilisant la relation trigonomeétrique sin (3°)=3sin (1°)-4(sin(1F°)® et en posant

3 x )

Sin(1°)=x, boutit a I’équation Sin(3°)=—x—-4| — | .
in(1°)=x, on aboutit & I’équation Sin(3°) Tk (60)

Celle-ci est de la forme px=q+ x°

avec p et g strictement positifs.
Cette équation est celle qui exprime algébriqguement le probléeme de la trisection de

I’angle.

1% _ pour plus de renseignement voir YOUSCHKEVITCH, A. P. & ROSENFELD, B. A. : Al-Kashi. In Ch.
Gillespie (éd.) : Dictionary of Scientific Biography, op. cit.

7. YOUSCHKEVITCH, A. P. & ROSENFELD, B. A. : Al-Kashi. In Ch. Gillespie (éd.) : Dictionary of
Scientific Biography, op. cit. p. 258.

1%8_ Al-Birani a exposé dans son ouvrage al-Qanin al-masdidf les formules qui permettent de calculer la corde
de la moitié d’un arc dont la corde est connue.

1. CHARBERT, J-L. & BARBIN, E. & GUILLEMOT, M. & PAJUS, A. M. & BOROWCZYK, J. &
DJEBBAR, A. & MARTZLOFF, J-C. : Histoire d’algorithmes, du caillou a la puce, Edition Belin, Paris,
1994, p. 249-250. BERGGREN, J. L. : Episodes in the mathematics of medieval Islam, op. cit., p. 151.

180 KENNEDY, E. S. : Studies in the Islamic Exact Sciences, op. cit., p. 514.
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Sin(3°)
4

Dans [I’équation d’al-Kashi, on a: q:(

p=[§j.602 =45,0;
4

Le procéde itératif qu’al-Kasht a décrit consiste a calculer la solution par tranche c'est-a-

j.602 =47,6;8,29,53,37,3,45 et

dire chiffre par chiffre en I’écrivant ainsi : x=a; +ap +...+ a9 +... .
Il a determiné la valeur de a; puis celle de a, et ainsi de suite. Il s’est arrété a a;o mais

le procéde peut se poursuivre.
L’interprétation qu’on peut donner aux calculs qu’il a effectués est basée sur I’idée
suivante :

3 3
+X X
q+x _9. x

p PP
Ainsi, la premiere valeur approchée de x est déterminée a partir de la quantité connue du

q+x3

Comme px=q+ x° alors x=

rapport . On la pose xq _9
p

47,6;8,29,53,37,3,45 _
45,0;

1

D’ou 4 =X =
La solution s’écrit alorsx =a; +b et vérifie :

q+(a;+b)® gq+a’ .\ 3a,%b +3a;b? + b3

a +b=
! p p p

Q+313
p

Comme pour le cas précédent, c’est la partie connue du nouveau rapport qui

déterminera la valeur de la deuxiéme tranche a,. Ainsi la deuxieme valeur approchée s’écrit

3
e +a
Xp =aq +a, etvérifie a; +a, = a4
Y
q+a° - pa
Dol ay =+ %L clest-a-dire :
p

a _1+47,6;8,29,5337,3,45-45,0; 2
2 45,0; 60
La deuxieme valeur approchée est x, =1, 2.

La solution s’écrit alors x =(ay +a, )+b et vérifie :
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(a1+a2)+b=q+((a1 +pa2)+ b)’ =q+(al|o+ a) , 3(a1+a2)2b+3|§a1+a2)b2 +b®

Q+(a1+az)3

De la méme maniere la partie déterminera la valeur de la troisieme

tranche az. Et la troisieme valeur approchée s’écrira x3=(a; +ay)+ag et vérifit

q+(al+a2)3 .

(a1+a2)+ Q= 0

Q+(al+az)3—p(al+az)
p

D’ou ag= c'est-a-dire :

- 1,6,12,8+47,6,8,29,53,37,3,45-46, 30; _ 49
45,0: 602

asz

La troisiéme valeur approchée est x3=1;2,49

Et ainsi de suite on continue a déterminer les tranches qui restent de la maniere
suivante :

+Xi_1" — PXj_
aj = A7 Xi-1 ZPXic1) yec Xj_1=a; +ay +..+aj_1

p

Ainsi, la méthode d’al-Kashi consiste a calculer le dixiéeme terme de la suite réccurente

suivante :
4= |
+ Xp—
Xy = q Ion 1
Ce procédé converge car en posant f(x)= q+px3 , la condition du théoreme du point
fixe est satisfaite.
En effet, 0 <% <1 et |f(x)- f(x']:%x3 ;XB% _ (X2 + X:'+X'2)|x_ x| < ¥|x— X

puisque I, < X' < x < 2; .
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1
LES PROCEDES D’APPROXIMATION DANS
LES OUVRAGES MATHEMATIQUES
DE L’OCCIDENT MUSULMAN
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I1.1- INTRODUCTION

Les études récentes, qui ont été réalisées autour de la production mathématique dans
I’Occident musulman, dans le but d’approfondir les connaissances sur certains aspects du
développement des activités mathématiques dans cette région, ont parfois écarté des
réflexions qui avaient été émises par défauts d’informations et insuffisances de documents.
Elles ont aussi apporté des réponses a des interrogations exprimées a propos de I’algebre et du
symbolisme. Dans le domaine du calcul, elles ont signalé la présence d’un calcul par
approximation dans certains ouvrages, qui ont été récemment retrouvés.

Notre étude renferme toutes les informations sur les approximations, contenues dans les
ouvrages qu'il nous a été possible de consulter et qui ont été rédigés durant la période allant
du X°® siecle au XIX°® siécle. Elle comprend aussi des analyses, des commentaires et parfois
des tests pour évaluer I’efficacité des procédes.

Avant d’exposer les résultats de cette étude, nous allons évoquer quelques éléments qui
pourraient révéler la présence d’un calcul par approximation dans des travaux d’algébre et de
géométrie. Dans I’état actuel de nos connaissances, ce sont précisément les ouvrages rédigés
au XIV® siécle qui contiennent certaines informations sur ce volet de I’activité mathématique
dans I’Occident musulman. Mais elles sont insuffisantes pour faire une description de son
développement dans les deux domaines cités.

En algebre et plus particulierement a propos de la résolution des équations de degré

supérieur ou égal & trois™®, Ibn Khaldain n’a pas signalé la présence d’une telle étude dans les

travaux des mathématiciens de I’Occident musulman. Par contre, il a affirmé que le nombre
d’équations étudiées en Orient aurait dépassé 20'°2. En outre, d’aprés plusieurs études
récentes, aucun mathématicien connu du XII® au XIV® siecle, auteurs des livres
d’enseignement qui nous sont parvenus, n’a fait allusion a la théorie géométrique des
équations cubiques ni & la résolution numérique des équations de degré quelconque®®.

Mais, cela ne signifie pas que la résolution de quelques types d’équations de degré supérieur

ou égal a deux n’ait pas préoccupé les mathématiciens de I’Occident musulman. En effet, Ibn

161_ | _"étude des équations de degré inférieur ou égal & deux, quadratiques et biquadratique est connue par les
mathématiciens de I’Occident musulman. Nous la retrouvons dans plusieurs ouvrages publiés a des périodes
différentes. Voir DJEBBAR, A. : Mathématiques et mathématiciens dans le Maghreb médiéval (IXe - XVle
siécles), Contribution a I'étude des activités scientifiques de I'Occident musulman, These de Doctorat, Paris,
Université de Nantes- Université de Paris-Sud, 1990, 850 pp.

1%2_IBN KHALDUN. : Al-Mugaddima [Les Prolégoménes], Beyrouth, Dar ihya’ at-turath al-6arabi, 1999, tome

2, p. 484,

183_11'y a toutefois des témoignages qui certifient qu’lbn Sayyid a étudié le probléme de la trisection de I’angle :
Voir DJEBBAR, A. : Mathématiques et mathématiciens dans le Maghreb médiéval (IXe - XVle siécles), op.
cit., tome I, pp. 335-350
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al-Banna (m. 1321) a résolu I’équation x% +2x3 =x+30, dans son Kitab al-usal wa

I’mugaddimat f7 I-jabr wa I-mugabala [Le livre des fondements et de préliminaires en algébre

et en muqgabala], & l'aide d'un procédé particulier qui utilise un changement de variable®.

Dans le Rafd al-kijab, il a exposé, d’une maniére breve, la résolution par approximation de

I’équation cubique : x3 =A.

Au XIV¢ siécle, Ibn al-Ha’im a signalé qu’un mathématicien andalou du nom d’lbn al-
Fahham'®® avait résolu I’équation cubique x° +12=10x qui découle du probléme qui est posé

ainsi : Trouver deux nombres X, Y positifs tels que X +Y =10, Y./X =12,
Ce témoignage ne donne aucune information sur la contribution d’lbn al-Fahham dans la

résolution de ce type d’équation. D’autre part il n’apporte aucun renseignement a propos de
I’étude des équations cubiques qui n’admettent pas de solution particuliere qu’elle soit entiére
comme dans ce cas précis ou irrationnelle’®. Le silence, qui régne autour des tentatives de
résolution des équations cubiques par les mathématiciens de I’Occident musulman, laisse
supposer que les travaux de ces derniers n’ont pas été concluants.

Dans le domaine de la geométrie, plusieurs ouvrages ont été publiés dont certains nous
sont parvenus. Les études et les analyses, qui ont été réalisées jusqu’a présent, nous
permettent de dégager quelques éléments révélateurs de la présence d’un calcul par

approximation dans ce domaine.

Le premier est constaté au X° siécle dans le traité d’lbn 6Abdin (923-apres 970) sur la

géométrie du mesurage intitulé Risala fr t-taksir [Epitre sur le mesurage]. L’analyse de

I’épitre a montré que pour calculer la racine carrée des nombres non carré parfaits, I’auteur a
utilisé deux procédés d’approximation®® qui étaient connus, dans la méme période, en Orient

musulman.

164_ DJEBBAR, A. : Mathématiques et mathématiciens dans le Maghreb médiéval (IXe - XVle siécles), op. cit.,
tome 11, p. 42.

165_ Abu |-Hasan 0Ali Ibn al-Fahham est un mathématicien qui vivait & Tlemcen & I’époque d’lbn al-Ha’im. Voir
DJEBBAR, A. : Mathématiques et mathématiciens dans le Maghreb médiéval (IXe - XVle siecles), op. cit.,
p. 87, note 87.

166 ABDELJAOUAD, M. : lbn al-Ha’im, Shar# al-urjiiza al-yasminiyya [Commentaire sur le poéme d’lbn al-
Yasamin], Publication de I’ Association Tunisienne des Sciences Mathématiques, 2003, p. 132.

187 _ Pour cette équation, la solution particuliére vaut 2.

1%8_ DJEBBAR, A. : Ar-Risala fi t-taksir li Ibn 6Abdin, shahid 6ala al-mumarasat as-sabiga i t-taqlid al-jabri al-
orabt [L’épitre sur le mesurage d’Ibn 6Abdiin, un témoin des pratiques antérieures a la tradition algébrique

arabe], Suhayl, Journal for the History of the Exact and Natural Sciences in Islamic Civlisation, Barcelone,
2005, vol. 5, partie arabe, pp. 7-68.
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Au Maghreb, Ibn Haydar (m. 1413) est le plus ancien mathématicien connu qui évoque

des calculs approchés dans la résolution de problémes géométriques*®.

Les références, qu’il a signalées, aux écrits orientaux et occidentaux comme I’épitre sur

I’heptagone d’as-Saghani (X°® s.), Risala fr majhalat qisiyy al-kura [Epitre sur les arcs
inconnus de la sphere] d’1bn Mudadh al-Jiyyant (XI° s.) et al-Mudkhal al-dlmi [L’introduction

théorique] d’lIbn as-Samh (XI° s.) témoignent de I’influence de la tradition mathématique

andalouse sur la production mathématique du Maghreb. Elles permettent aussi de constater la

circulation de quelques travaux orientaux sur le calcul par approximation, rattaché a des

problémes de géometrie. Celui, qu’il a présenté dans son commentaire au Talkhis, intitulé

Tukfat as-Tullab [La parure des étudiants], consiste a calculer par approximation la longueur

du coté d’un polygone régulier a n cétés inscrit dans un cercle. 1l a exposé les procedés de ce
calcul approché dans le dernier chapitre, qu’il a intitulé Extraction du c6té d’une figure
(inscrite) dans un cercle'™.

Dans le domaine du calcul plusieurs ouvrages, qui renferment des procédés
d’approximation, sont connus de nos jours. L’analyse de leurs contenus propose un ensemble
de formules, de preuves et d’outils qui représentent, dans I’état actuel de nos connaissances,
des éléments importants et caractéristiques du calcul approché dans la tradition de I’Occident
musulman.

Les ouvrages que nous avons utilisés dans notre étude sont essentiellement les suivants :

le Kitab al-bayan wa t-tadhkar [Le livre de la démonstration et du rappel] et le premier
volume du Kamil f7 sinadat al-dadad [(Livre) complet sur I’art du nombre], tous les deux d'al-

Hassar (XI1° s.) ; le Talqgih al-afkar fi I-damal bi rushim al-ghubar [La greffe des esprits sur

9. DJEBBAR, A.: Contribution & I'étude des activités mathématiques dans I'Occident musulman (IX®-XVI®
siecles), Paris, Ecole des Hautes Etudes en Sciences Sociales, 1998, 639 pp.

°_ DJEBBAR, A.: Habilitation & diriger des recherches, contribution & I’étude des activités mathématiques
dans I’Occident Musulman (IXe- XVle S), Il articles, 1998, Ecole des Hautes Etudes en Sciences Sociales,
p. 23, 37. MOSLIH, A. : Tukfat as-zullab wa umniyat al-kussab fr sharz ma ashkala min Rafdal-4ijab li 1bn
Haydar at-Tadil7 [La parure des étudiants et le souhait des calculateurs sur I’explication des difficultés du
Rafo al-hijab d’lbn Haydar at-Tadili], op. cit., pp. 783-800. DJEBBAR, A.: Pratiques géométriques et
géométrie savante au Maghreb : L’exemple d’Ibn Haydir, Actes du 9° Colloque maghrébin sur I’histoire
des mathématiques arabes (Tipaza, 12-14 mai 2007), Alger, Imprimerie Fasciné, 2011, pp. 53-79.
MOSLIH, A.: Tagdim kitab Tuhfat at-tullab wa umniyyat al-hussab fi sharh ma ashkala min Raf’ al-hijab
li Ibn Haydar at-Tadilt [Présentation du livre « La parure des étudiants et le souhait des calculateurs sur
I’explication des difficultés du ‘Lever du voile’ d’Ibn Haydar at-Tadili], Actes du 9° Colloque maghrébin

sur I’histoire des mathématiques arabes (Tipaza, 12-14 mai 2007), Alger, Imprimerie Fasciné, 2011, partie
arabe, pp. 61-62.
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I'utilisation des chiffres de poussiére], d'lbn al-Yasamin (m. 1204), le Figh al-kisab [La
science du calcul] d'lbn Mundim (m. 1228) et les deux ouvrages d'lbn al-Banna (m. 1321)
intitulés Talkhis admal al-hisab [L'abrégé des opérations du calcul] et Rafd al-kijab dan wujizh
adnal al-hisab [Le soulevement du voile sur les formes des procédés du calcul]. A ces

ouvrages, il faut ajouter certains commentaires du Talkhis.

Nous avons également étudié d’autres textes extraits d’ouvrages qui sont redigés a des

périodes différentes comme le Rashf ar-rudab min thughar admal al-Aisab [Succion du nectar
des bouches des opérations du calcul] d’al-Qatrawant (XIV® s.) et le Ghunyat dhawi I-albab
[La richesse des gens intelligents] d’al-Qalasadi (m. 1486). Ainsi que le commentaire de
Muhammad Tfayyash (XIX® s.) sur le Kashf al-‘asrar dan dlm huraf al-ghubar [Révélation
des secrets relatifs a la science des chiffres de poussiére] d’al-Qalasadi.

Nous signalons que plusieurs ouvrages sont attribués a al-Qalasadi, mais ceux que nous avons

pu consulter renferment tous la méme étude sur le calcul par approximation. Nous

présenterons dans ce travail la version exposée dans Ghunyat dhaws I-albab.

Dans la majorité de ces ouvrages, I’étude de I’irrationalité du nombre 10 et de celle du

nombre %10 servaient d’introduction au chapitre sur le calcul approché. Il est intéressant de
constater que le choix de ces deux nombres assure I’irrationalité de la position des dizaines
dans le cas de la racine carrée et de la racine cubique. Cette position reste encore irrationnelle
dans le cas de la racine nieme (n quelconque).

Et de la méme maniére, nous pouvons veérifier que les positions qui suivent celle des dizaines

sont au moins une fois rationnelles pour chaque valeur de n, n>2 :

Par exemple la position des centaines est rationnelle dans le cas de la racine carrée c'est-a-dire
pour n=2.

La position des milles I’est pour la racine cubique c'est-a-dire n=3. Et ainsi de suite.

La notion de position, que nous évoquons ici, intervient d’une maniere indirecte dans le
calcul approché de la racine carrée ou cubique d’un nombre. Le résultat fourni par
I’algorithme d’extraction de la racine carrée ou celui de la racine cubique est celui qui
déterminera la valeur approchée qui sera attribuée au nombre dont on cherche la racine. Ainsi

la nature de chaque position de ce nombre est importante pour ce calcul™.

ieme

171_ Cette nature intervient aussi pour le calcul de la racine n
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Comme celle des dizaines, nous pouvons distinguer les positions sourdes ou
irrationnelles de la maniére suivante : Y10 est irrationnel pour n>2. C’est le résultat énoncé
plus haut.

V100 est irrationnel pour n>3 et ainsi de sulite :
V10P est irrationnel pour n>p+1 et p>3

Et Y10P*" estirrationnel pour n>p+1 et p=>1
Des critéres aussi ont été exposés dans les ouvrages de I’Occident musulman pour

assurer Iirrationalité du nombre /A , A étant un entier non carré'’.

Si nous adoptons I’écriture du nombre A dans le systtme décimale comme suit

A=a,ap_j.....a18q , NOUS présentons ces critéres ainsi :

1-Si ag#1let ag=4 et ag =5 et ag =6 et ag =9 alors le nombre /A est

irrationnel*”,

La preuve de cela est due au fait que pour tout nombre 0 <a < 9, nous avons :

(a)> =b, avec 1<a<3

(a)?=bjb, avec 4<a<9

Dans ce cas nous aurons toujours by =1 ou bien by =4 oubien by =9 pour les
premiéres valeurs de a.

bg =1 ou bien by =4 oubien by =5 oubien by =6 oubien by =9  pour les
secondes.

Le cas ag =0 a été etudie a part.

2- Le deuxiéme cas consiste a examiner les chiffres qui occupent les deux premieres
positions :

Si ag =6 et a; est pair alors +/A est irrationnel

Si ag=6 et a; estimpair alors VA estirrationnel

172_ Certains mathématiciens du XIV* siécle ont exposé ces critéres comme al-Ghurbi et Ibn Haydir. Voir Al-

Ghurbi, Takhszs uwlz I-albab f7 sharf talkhis admal al-hisab [Spécialisation des hommes de cceur dans le
commentaire de I’abrégé des opérations du calcul], Ms. Alger, B.N, n° 2712, ff. 95b-98b. MOSLIH, A.:
Tuhfat ag-rullab wa umniyat al-iussab fr shars ma ashkala min Rafd al-#ijab li Ibn Haydar at-Tadil7 [La

parure des étudiants et le souhait des calculateurs sur I’explication des difficultés du Rafd al-hijab d’lbn
Haydur at-Tadili], op. cit., pp. 669-670.
3. Les nombres 2, 3, 7 et 8 ont été exprimés soit par les chiffres ghubar soit par la numération alphabétique.
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Si ag=5 et a =2 alors /A est irrationnel

Si ap=1 et les nombres %(al.lo) et a, sont de parité différente alors /A est
irrationnel
3- L’utilisation des soustractions successives :

Si A=a[9] avec a=0 et a=1 et a=4 et a=7 alors /A estirrationnel
Si A=al[8] avec a=0 et a=1 et a=4 alors /A estirrationnel

Si A=a[7] avec a=0 et a=1 et a=2 et a=4 alors ~/A estirrationnel

Dans certains ouvrages, des méthodes, qui sont généralement basées sur

Iidentité (a+b)2 —a2 +h? +2ab, ont été exposées pour construire des nombres carrés.

Nous signalons, aussi, que le calcul approché de la racine carrée et de la racine

cubique a été étendu a I’ensemble des nombres rationnels strictement positifs. Des formules
Y . . . a ,la
ont été développées pour attribuer des valeurs exactes ou approchées aux nombres S 3 b

selon la nature des entiers a et b.

La tradition de I’Occident musulman sur le calcul approché de la racine carrée et de la
racine cubique d'un nombre entier ou fractionnaire comprend des algorithmes d’extraction des
racines et des procedés d’approximation suivis, parfois, de preuves.

Dans la majorité des ouvrages rédigés a partir du XIV® siécle, I’étude des procédés
d'approximation a été présentée dans le chapitre consacré aux nombres radicaux. Cette étude
présentent des formules d'approximation accompagnées d'un certain nombre d'exemples
choisis dans le but de tester I'efficacité des procédés et d'évaluer leur précision. Certains

auteurs ont développé I’étude de la racine cubique d’une maniére analogue a celle de la racine

carrée et dans le méme chapitre. C’est le cas d’lIbn Zakariyya et d’al-Qatrawant.

Avant eux, Ibn al-Banna n’a pas décrit I’algorithme de la racine cubique qu’il a jugé long et
de peu d’utilité. Mais, il a présenté un procédé d’approximation de la racine cubique dans le
premier chapitre du Rafdal-kijab, qui est consacré aux nombres entiers.

Nous nous proposons, dans cette étude, de faire une présentation de toutes les
formules d'approximation que nous avons repérées dans les écrits que nous avons cités.
Notre préoccupation tout au long de cet exposé sera de révéler la nature des objets

et des outils de calcul et dalgébre, qui ont pu étre utilisés dans I'enseignement de ces

procédes.
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D’abord, nous rappelons que dans les ouvrages de calcul, que nous avons consultés, les
formules d'approximation de la racine carrée (respectivement de la racine cubique) ont été
énoncées aprés I’algorithme de I'extraction de la racine carrée d'un nombre carré parfait

(respectivement de la racine cubique d'un nombre cube parfait). Cet ordre n’a, cependant, pas

été respecté dans deux ouvrages : le premier est Talqi al-afkar fr 1-damal bi rushazm al-
ghubar d’lbn al-Yasamin (m.1204) dans lequel I’auteur a exposé l'algorithme de la racine

cubique sans aborder le calcul approché'™. Le deuxiéme est Rafd al-hijab d’lbn al-Banna

(m.1321) dans lequel ont été exposé des formules d'approximation de la racine cubique d'un

nombre A qui n’est pas un cube parfait sans le calcul de sa racine exacte'”.

Les deux algorithmes d’extraction de la racine carrée et de la racine cubique sont
basés sur I'écriture des nombres dans le systeme décimal positionnel et sur les identités

remarquables suivantes:
(a+b)? = a®+b*+2.ab et (a+b)® = a®+3a%b+3ab? +b3
Concernant la racine carrée, on se servait du développement décimal d'un nombre A qui

n . .
est A=(Xg+X{+..+Xy)= > 810" cestadireavec x;=a;.10' etde I’expression
i=0
(X 2 n 2
0+X|+..4+ Xy ) =lag +a;.10+...+a,.10
2 2 2 2 2 n
=4q, +(2.a0a1+al )10+(2.a0a2 +2a.a, +a, )10 +...+(2a0an +2aa, +...+2a,4a, +a, )10

Quant a I’algorithme d’extraction de la racine cubique, il utilise la formule déja citee
c'est-a-dire (a+b)3 = a%+3a’b+3ab% +b% 2 chaque étape du calcul en procédant par la
méthode d’effacement de telle maniere qu’il ne sera présenté vers la fin de I’opération que le
résultat final et le reste quant celui-ci n’est pas nul. Nous exposerons les étapes les plus

importantes de ces deux algorithmes et essayerons d’établir le lien qui lie chacun de ces

algorithmes a I’opération arithmétique €lémentaire qui est la multiplication.

4. ZEMOULLI, T.: Al-Adna/ ar-riyyadiya li lbn al- Yasamin (m.1204) [L'ceuvre mathématique d'lbn al-
Yasamin], op. cit., pp. 264-266.

ABALLAGH, M.: Rafd al-hijab d'lbn al-Banna, Edition critique, traduction francaise et analyse
mathématique, These de Doctorat, Paris, Université de Paris I- Panthéon- Sorbonne, 1988. p. 296.
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I1-2. Les procédés d’approximation dans Figh al-kisab d’Ibn Mundim
et Kitab al-bayan wa t-tadhkar d’al-Hassar

L’ouvrage d'lbn Mundim intitulé Figh al-kisab est le plus ancien écrit, que nous

possédons actuellement, qui renferme des formules d'approximation accompagnées de
justifications. L auteur a utilisé a la fois des outils arithmétiques et algebriques pour expliciter
les différentes étapes du calcul approché. Les procédés d'approximation qu’il a énoncés et
surtout ceux de la racine cubique sont trés différents de ceux qui ont été proposés dans les

écrits de I’Orient musulman.

Le Kitab al-bayan wa t-tadhkar d’al-Hassar contient les mémes procédés
d’approximations de la racine carrée qui sont exposés dans Figh al-Zzisab. Leur présentation

dans cet ouvrage est particuliére ainsi que la description de chacune de leurs étapes. Al-Hassar

n’a pas donné une justification des algorithmes mais il a proposé un certain nombre
d’exemples probablement pour affirmer leur validité. 1l a aussi utilisé I’idée de minimiser
I’erreur commise par ces procédés en adoptant d’une maniere explicite le calcul par itération
qui n’a pas été énoncé de la méme facon par Ibn Mundim.

Dans cette section, nous allons exposer les différents procédés d’approximations que
nous avons repérés dans les deux écrits que nous venons de citer. Nous présenterons les

justifications d’lbn Mundim et nous indiquerons les notions et la terminologie qu’il a utilisées.

I1-2.1. Les procédés d'approximation de la racine carrée d'un nombre

entier

11-2.1.a. Préliminaires
1- Tout nombre entier A, qui n’est pas un carré parfait, est encadré par deux nombres

carrés consécutifs : c'est-a-dire qu’il existe un nombre entier n tel que n? < A<(n+1)2.

Le calcul de n se fait en appliquant I'algorithme de I'extraction de la racine carrée d'un
nombre carré parfait qui est essentiellement basé sur la multiplication par semi-translation. La
représentation qui a été attribuée a ce type de multiplication explique parfaitement celle qui a
été utilisée pour I’extraction de la racine carrée*’. Nous allons donner les étapes les plus

importantes de ce calcul a travers des exemples.

176_11 ya plusieurs types de multiplication : celui qui est utilisé pour le calcul du carré d’un nombre est appelé
multiplication par semi-translation « darb bi nisf tangil ». Al-6Ugbani a fait une description de cette
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2- La multiplication par semi-translation

Soit N le nombre dont on veut calculer le carré. Pour mieux illustrer les étapes de
I’opération, nous le choisissons composé d’unités, de dizaines et de centaines : c'est-a-dire
que d(N)=3"".

Posons N =abc=c+10b+100a

Pour calculer N2 nous adoptons la représentation suivante a..b..c ',

Les cing positions, dont deux sont occupées par les trois points et les trois autres par les

chiffres a, b et c, représentent les positions du nombre N 2 Effectivement, en appliquant la

régle des degrés qui a été énoncée par al-6Ugbani, & la suite d’lbn Mundim'’, nous avons

d(N2)=23-1=5
Nous avons aussi :

N2 =(100a + (10b +c))?> =10000a +1000((2a)o)+100b2 +100((2a)c)+10(2b)c + ¢ 2

Ce schéma fait apparaitre les opérations élémentaires suivantes : les carrés a?,b?,c? et

les doubles produits (2a) et (2b). Les résultats de ces opérations sont indiqués dans la
représentation de I’algorithme, mais la décroissance des puissances de 10 est interprétée par la
translation des positions occupées par les doubles produits'®®. Voici la représentation de
I’algorithme :
a’ a’? 2ab b?
a..b..c > a.. b.c (NN a .. b .. ¢
2a 2a

opération et I’a utilisée dans sa description de I’algorithme d’extraction de la racine carrée. Son exposé se
base sur les indications d’lbn Mundim & propos de ces deux opérations. Voir LAMRABET, D. : Figh al-

hisab [La science du calcul], Rabat, Dar al-aman, 2005. p. 66. HARBILI, A.: L'enseignement des
mathématique a Tlemcen au XIVe siécle a travers le commentaire d'al-dJgbani(m.1408) au Talkhis d'lbn
al-Banna (m.1321), Magister d'Histoire des Mathématiques, E. N. S. d'Alger, 1997. pp. 69-70.

s d(N)est le nombre de positions qui définissent N. Il est appelé degré de N. Pour plus de détails sur cette
notion voir HARBILI, A.: L'enseignement des mathématique a Tlemcen au XIVe siécle a travers le
commentaire d'al-dJgbani (m.1408) au Talkhzs d'lbn al-Banna (m.1321), op. cit., pp 63-67.

178 _ Cette représentation a été exposée par les mathématiciens maghrébins du X1V¢ siécle.

. L AMRABET, D. : Figh al-hisab [La science du calcul], op. cit., p. 66. HARBILI, A. : L’enseighement des
mathématiques a Tlemcen a travers le commentaire d’al-dJgbant, op. cit., p. 251.

180_ pour justifier ces calculs, al-0Ugbani a utilisé la proposition 4 du deuxiéme livre des Eléments d’Euclide.
Voir HARBILI, A. : L'enseignement des mathématique a Tlemcen au XIVe siécle a travers le commentaire
d'al-dJgbani (m.1408) au Talkhzs d'Ibn al-Banna (m.1321), op. cit., pp. 253-255.
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a’ 2ab b2 a? 2ab b2 + 2ac 2bc

a b SC - a o b o C
22 2b 2a 2b
,J
a? 2ab b2 + 2ac 2bc c?
> a b C
2a 2b

N2 =(a2 )(Zab)(b2 + 2ac)(2bc) (cz)

Exemple

N=123 o N2=12 (21.2) (22 +2.1.3)(2.2.3) 3% = 15129

3- L’extraction de la racine carrée d’un nombre carré parfait

Extraire la racine carrée d’un nombre carré parfait N revient a déterminer la valeur du
nombre entier n qui vérifie N = n?

Or, en appliquant la régle des degrés nous avons d(N)=2d(n)-1

Comme d(n) est un entier nous posons d(n)z[—d(Nz)Jr1

d(N)+1
—

} qui désigne la partie entiére

de la fraction

L’algorithme qui a été élaboré pour expliciter les étapes de cette opération est basé sur
I’algorithme de la multiplication par semi-translation du nombre inconnu n par lui-méme.
Ainsi les positions impaires du nombre N sont les positions du nombre n qui est inconnu.
Quant aux positions paires elles désignent les positions occupées par les doubles produits

dans le calcul de n?. En Orient, as-Samaw’al (m. 1175) a nommé les positions impaires al-

181

mudiya™. Mais, en Occident musulman, nous n’avons pas trouvé de terminologie propre a

ces positions mis a part I’expression qui est répétée dans tous les écrits que nous avons

consultés, méme dans ceux de I’Orient qui est la suivante « racine, non racine, racine, non

181 RASHED, R. : Entre arithmétique et algébre. Recherches sur I'histoire des mathématiques arabes, op. cit.,
p. 101.
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racine,...etc. ». Cette expression indique clairement le sens que nous avons évoqué c'est-a-
dire « position qui donne la racine, position qui ne donne pas la racine, ...).

Soit N le nombre dont on veut calculer la racine avec d(N)=3. Il s’écrira alors
N =abc =c +10b +100a

Pour calculer +/N nous adoptons la représentation suivante @ b ¢ dans laquelle

les positions impaires sont indiquées par un point placé en-dessus des chiffres qui les

occupent.
Comme d(\/ﬁ)zz on écrit alors /N =uv =10u+v

Puis, nous procédons par étapes en appliquant le schéma suivant qui est basé sur la

comparaison des deux nombres N et (N | :

(10u +v)? =100u? +10((2uv)+v? =100a+10b+¢
La premiere étape :

Elle consiste a déterminer le plus grand entier u, compris entre 0 et 9, qui Vérifie

u- <a.

On calcule la différence (a—uz) et on remplace le chiffre a par le résultat de cette opération.

Ensuite, on calcule le double produit (2u) qu’on place en dessous du chiffre b.

La deuxieme étape

Elle consiste a déterminer le plus grand entier v, compris entre 0 et 9, qui Vérifie

10((2v)u)+v? <(a=u?Joc

Comme N est un carré alors 10((2v)u)+v? =ia—u2 Ibc

D’ou la représentation suivante :

. . a-u’ b ¢ a—u? b c
a b ¢ - -
2u 2u \Y;

Puis, on détermine les résultats des calculs intermédiaires dans I’ordre suivant :

ia—u2 jb —2uv=d

dc-v2=0 puisque N est un carré parfait.

Si le nombre de position est supérieur a 3 alors on continue I’algorithme de la méme

maniere a partir de la représentation suivante :

N
—

. efc



11-2.1.b. Les formules d’approximation

Soit A le nombre dont on cherche la racine. On suppose qu’il n’est pas un carré parfait
et on pose n le plus grand carré, qui lui est inférieur et qui est obtenu par I’algorithme de

I"extraction de la racine carrée. On écrit alors A=n? +r.

Formule 1

Premier cas

Si (A_”2)<((”+1)2 —A) alors \/KZ\/Ez n+A':2

2

Deuxiéme cas

i (a-n2)>((n+2? - alors VA=vn?+r = (1) (1HD° = A

2(n +1)

Nous retrouvons également ces expressions chez Ibn al-Yasamin (m. 1204) qui a

formulé les deux conditions en termes de « suivant que le nombre dont on veut calculer la

racine est plus proche du plus petit carré ou du plus grand »'*,

Justification du procede

Ibn Mundim n'a pas présenté d’arguments qui permettent d'attribuer cette valeur au

nombre irrationnel VA . Toute fois, il a donné une évaluation de I'erreur commise par ce

2
. [ A-n . , , .
calcul. En considérant ¥A=Vn? +r~ n+ el il @ montré que I’erreur commise est par
n

2
R , R A-n 2
exces et est egale a 5 )
n

2\? 2 2)?
A-n 2 -n A-n
n+ =n"+2n +
2n 2n 2n
En effet,
2
_ A—n2
2n

182 ZEMOULI, T.: Al-Adma/ ar-riyyadiyya li Ibn al- Yasamin (m.1204) [L'ceuvre mathématique d'lbn al-
Yasamin], op. cit., p. 247.
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Pour la deuxieme expression, Ibn Mundim n’a donné aucune justification et n’a fait
aucun commentaire. Son silence peut étre expliqué par le fait que I’expression de I’erreur est

semblable a celle de la précédente. C’est ce que montrent les calculs suivants :

{(n”)m] =(n+1)?—2(n+1 (n+2)* - A +[(n+1)2AJ

2(n+1) 2(n+1) 2(n+1)

2 2
De plus, comme (A—n2)>((n+l)2 —A) alors [A;nan > [(n;(i)il_)AJ .

Mais, si nous adoptons le raisonnement qu’lbn Mundim a utilisé pour le calcul par
approximation de la racine cubique d’un nombre, nous pouvons alors suggeérer la preuve

suivante :

Onpose YA=n+u onobtient A—n?=2nu+u®......... (1)
Comme 0 <u <1 nous négligeons le terme u? pour avoir A— n~ 2nu

2 2
, A—-n N A-n
Par consequent, u= > dou ~A=n+ 5
n n

Pour la deuxiéme expression, nous répétons le méme raisonnement en posant

(LS N T R— (2)

Nous avons alors ((n+1)-u)? =n?+r. Dot (2n+1)+u? =r+2(n+1u

2

En négligeant le terme u“ nous obtiendrons (2n+1) —r~ 2u(n+1)

(2n+1)-r
2(n+1)

Ceci entraine u=

2
Mais comme (2n+1)-r=(n+1)?> — A alors A~ (n+1)- (nz(l) 1; A
n+

Al-Hassar n’a pas justifié ce procédé d’approximation dans Kitab al-Bayan. En

revanche, il a exposé plusieurs exemples pour montrer I’efficacité du procédé.
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Nous ne savons pas s’il a donné une démonstration dans al-Kamil car le chapitre qui

contient son étude sur le calcul approché se trouve dans la partie non encore retrouvé'®. Mais,

le renvoi d’Ibn Zakariyya au al-Kamil d’al-Hassar pour la preuve du procédé d’approximation

de la racine cubique prouve que cet ouvrage contient des justifications sur les procédés

d’approximation contrairement au Kitab al-Bayan'®*.

Formule 2

2
\/K=Vﬂ2+rle——(xl) — A

2X1

Ou x; représente la premiere valeur approchée du nombre irrationnel JA obtenue par la
formule 1.
Cette formule, qui est I'itération de la précédente, illustre le principe des approximations

successives. Ce principe a été explicitement énoncé et utilisé par al-Hassar dans son ouvrage
Kitab al-bayan pour un nombre d'itération égale a 2.

Ibn Mundéim ne I’a pas énoncé de la méme maniere. Effectivement, aprés avoir exposé
la formule 1, il a précisé qu’il est possible de considérer le carré le plus proche de A un
nombre fractionnaire au lieu de I’entier n. 1l a aussi déclaré que pour obtenir une meilleure
précision il est préférable de prendre comme carré initial le nombre fractionnaire x; obtenu a
partir de cette formule. Ainsi I’erreur est réduite au fur et a mesure que 1’on répéte le procédé.
Il s’est basé sur des exemples bien précis pour appuyer ce résultat. Nous pouvons Vvérifier ses

2 2

arguments en s’assurant d’abord que | n+ satisfait la condition de la deuxieme

2

a2
A-n —A|car:

2n

expression de la formule 1. Effectivement, (A—n2)> n+

8. ABALLAGH, M. & DJEBBAR, A. : Découverte d’un écrit mathématique d’al-Hassar (XII°s.) : le Livre |
du Kamil, Historia Mathematica, n° 14, (1987), pp. 147-158.

8 IBN ZAKARIYYA.: Hayt an-nigab badda rafd al-hijab dan wujizh admal al-hisab [Abaissement de la
voilette apres le lever du voile sur les formes des procédés du calcul], Ms. Tunis, B.N, n° 561, ff. 58b.
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(Anz)(A;nanz—A;nnz (5n2 —A) > 0 puisque A < (n+1)2.

Ainsi, en appliquant la formule 1 on obtient I’expression qu’al-Hassar a énoncée c’est-

a-dire :
A-n? i
[n+Aén2J { 2n J
" 2[n+A_n2J

Pour verifier que la valeur calculée par ce procédé est meilleure, nous calculons d’abord
I’erreur commise :
r 12 r 12

2 2
A-n2 A—n2
2n 2n
=A+
n

Ainsi I’erreur est par exces est vaut

. A- n2
Elle est du méme signe que 5 -
n
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_ - ] ) ] )
2
A-n A—n2
A-n?| | [ 2 (A-n®) on [A-n?]  3n%+aA
2n .2\ | 2n .2\ | 2n 2
2n+A n 2n+A n 4n n+A n
2n 2n 2n

Puisque la derniére expression est strictement positive alors :

- -2
2
) A—n2
A—n2 2n
2n g 2
2 n+ A-n
2n

Ibn Mundim a proposé de répéter les calculs sur la deuxiéme valeur approchée mais il
n’a pas calculé la troisieme valeur dans les deux exemples qu’il a traites.

Al-Hassar a lui aussi proposé d’itérer le procédé en indiquant les calculs qu’il faut faire

mais il n’a pas donné le résultat final dans I’exemple qu’il a traité.

Le procédeé ainsi énoncé consiste & construire une suite de nombres (xp ), a partir d’une

valeur initiale x; calculée par la formule 1. La suite est définie ainsi :
X1

(Xn—l)2 -A

Xpn=Xpn-1—
2Xn-1

Cette suite est décroissante et minorée par /A donc convergente. Sa limite est 1 =+/A.

Si on écrit x . =x_ , —
n n-1 2Xn—1 2

A .
X, +—— | on retrouve la méthode du calcul
n-1

approchée attribuée aux babyloniens et aux grecs'®>.

Formule 3

VAb?

b

Ibn Mundim a précisé que I’application de cette formule s’étend aussi aux nombres

A =

fractionnaires. 1l a ajouté que si b est choisi trés grand alors le résultat sera plus précis. 1l a
méme souligné que ce procédé est appliqué lorsqu’on veut obtenir une approximation

meilleure. Cette remarque est en fait un resultat extrémement important pour le calcul

185_ \/oir Annexe 1 et Annexe 2.
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approché. Les mathématiciens de I’Orient ont considéré ce procédé d’approximation comme

celui qui affine I’approximation. Pour b=10", ils lui ont donné I’appellation de « procédé
d’approximation par les zéros ».

Nous allons prouver qu’effectivement si b est choisi tres grand alors I’approximation est
meilleure :

1- Tout d’abord, nous allons le vérifier a travers I’exemple suivant :

A | JA (utilisant la b JA
calculatrice) (F3)

2 | 1,414213562 2 1,083333333

3 1,416666667

4 1,333333333

5 1,414285714

99 1,414069264

900 1,395752022

56789 1,414213562

Ce tableau montre que méme si pour b = 3 on obtient une meilleure approximation que
pour b = 900 mais a partir du nombre 56789 on aboutit presque toujours a la méme valeur
1,414213562.

Nous avons, aussi, calculé la valeur du nombre /2 en appliquant les formules

précedentes et nous avons obtenu les résultats suivants :
Comme 2=1% + 1 alors :
V2r1+ Y J2~1,5 d’apres la premiére formule

Sion pose x; =1,5 nous aurons d’apres la formule 2 :

145 ~ - —14+ 169
Xp =1+ ~1,4166666...6... Xg =1+1%9.~1414215683

_q., 195025 _
Et Xq =1+ 17083 1,414213562.
La troisieme formule nous donne aussi le résultat a neuf chiffres apres la virgule pour
2n
N . . VAl
b=10* cest-a-dire a partirde n>4 lorsqu’ on écrit vA = —g :

10

2- Nous allons maintenant montrer que le choix de b trés grand garanti certainement une

meilleure précision du procédé.
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Posons r = A—nZet soit un entier b > 1. Calculons la valeur approchée de Ab? en

utilisant la premiére expression de la formule 1 :
Comme n? <A< (n+1)7 alors n%b? <Ab? < (n+1)%b?

nb? et (nb+1)? sont deux nombres carrés consécutifs et (nb+1)% < (n+1)?b?. Deux cas

peuvent étre envisages :
Le premier cas

Si n?b? < Ab? < (nb+1)? alors v Ab? ~ nb+ﬁ avec r'=rb?.
n

. VAb? 1 r r
Par consequent ~~|nb+—|=n+—.
b b 2nb 2n

On conclut que pour des valeurs de b tel que les nombres carrés qui encadrent Ab? sont
n?pb?, (nb +1)2 on obtient la méme valeur approchée calculée par la formule 1.

Le deuxiéme cas

Pour les valeurs de b qui vérifient (nb+1)? < Ab? < (nb+2)%, nous avons:

\/Abzznb+1+r— avec r":bzr—an—l

2(nb +1)

. 1 r
Dol VAxn4m 4
o VA " b " 2b(nb+1)

Comparaison des erreurs
2 2
n+ L A+ T
2n 2n

2
nb+1+————<
, [ 2(nb +1)J 1 )2
Par consequent, =ln+=4+——
b b 2b(nb+1)
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2
(nb +1+—

2
2(nb+1 ] ) . \
( ) =A+ [r—)] . L erreur commise est alors par exces.

Et,
b 2b(nb +1

" 2 2
Etude du signe de _r —(Lj :
2b(nb +1) 2n

[ r ]_(rj_nr"—rb(nb+1)_b2nr—2n2b—n—nrb2—br_—2bn2—n—br
2b(

—|= = = 0
nb+1)) \2n) 2nb(nb+1) 2nb(nb +1) 2nb(nb +1) -

mn 2
Par conséquent _r —(Lj <0
2b(nb +1) 2n

Nous concluons que si le carré le plus proche de Ab? est (nb +1)2alors I’erreur

commise par la formule 3 est plus précise que celle commise par la formule 1.

Si b est choisi encore plus grand, on pose le carre le plus proche égal a (nb + k)z. Dans

r.ll
ce cas, nous avons Ab2 ~nb+k+——— avec r'=b%r —2nbk —k 2.

2(nb +k)

2 2
k r rll 2 r.||
VAsns e T et nbaks | —AbZ4| T
T T 2b(nb k) (n ’ +2(nb+k)j +(2(nb+k)j

2

] L
2(nb+k)) | _ A+| —"— | etrerreur est par excés.
b 2b(nb + k)

(nb+k+

Comme dans le cas précédent, nous avons :

[mj ) (z_rnj: nrzgt:(k;](g t:;() <0 deplus (Zb(nrt;l+ k)J _(Zb(nrt; +1)j <0

Par conséquent, I’erreur est encore plus petite.

I1-2.2. Les procédés d'approximation de la racine carrée d'une fraction
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Si (ab) n’est pas un carreé parfait alorsvab sera calculé par approximation.

Al-Hassar a explicitement énoncé cette formule a travers des exemples. Quant a lbn

3
Munoim, il I’a énoncée de la maniére suivante : \/E =4 7
b JN

N étant un carré choisi de telle sorte que N (aj soit un entier.

/ b2
Si on choisit N = b2 on obtient\/7

_ I - .1 . .
C’est la formule gu’al-Hassar a utilisée lorsqu’il a calculé \/; Il a aussi exposé

d’autres méthodes que nous formulons ainsi :

TR O e o)
FEE A e i

I1-2.3. Les procédés d'approximation de la racine cubique d'un

nombre entier

11-2.3.a. Préliminaires
1- Tout nombre entier A, qui n’est pas un cube parfait, est encadré par deux nombres

cubes consécutifs : c'est-a-dire qu’il existe un nombre entier n tel que n®< A< (n +1)3

Le calcul de n se fait en appliquant I'algorithme de I'extraction de la racine cubique d'un

nombre cube parfait  qui est  essentiellement  basé  sur I’identité :
(a+b)® =a%+3a%b+3ab% +b°.

Ibn Mundim a exposé les étapes de cet algorithme dans Figh al-Zisab, ainsi qu’lbn al-
Yasamin dans Talqgi# al-afkar f I-damal bi rusham al-ghubar. Al-Hassar a, lui aussi, décrit

I’algorithme dans la partie retrouvée d’al-Kamil i sinadat al-dadad. Mais son exposé est
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incomplet car le premier volume s’interrompt justement dans la section consacrée a ce

calcul*®®,

2- L extraction de la racine cubique d’un nombre cube parfait
L’ algorithme de la racine cubique qui a été déecrit dans les ouvrages de I’Occident
musulman, qui nous sont parvenus, n’a pas une représentation qui le caractérise. Chaque

opération partielle est effectuée en fonction des chiffres, qui déterminent la racine recherchée,

et des coefficients 1 et 3 qui interviennent dans I’identité : (a+ b)3 =a®+3a%b+3ab? +b3.

Les étapes de cet algorithme sont indépendantes I’une de I’autre contrairement a celles de
Ialgorithme utilisé en Orient™’.

Nous allons donner quelques exemples pour expliciter la premiere et la deuxieme étape
de cet algorithme. Nous montrerons que, pour les étapes suivantes, il suffira de répéter la
deuxieme.

2- a. Nous supposons que le nombre dont on cherche la racine comporte quatre
positions : A =abcd

Comme ¥103€ —10K alors les (3k+1)®™ positions sont celles qui représentent les

positions de la racine cubique. Les autres positions sont dites sourdes car les nombres

%/103k+l , %03'”2 , avec k entier, sont irrationnels.

La terminologie qui est utilisée pour exprimer ce résultat consiste a compter de droite
vers la gauche a partir de la premiere position de la maniere suivante : racine cubique, non
racine cubique, non racine cubique, racine cubique'® ... et ainsi de suite. Le premier chiffre

de la racine occupera la derniére position dans ce compte.
Comme A =abcd alors le nombre de positions qu’occupe le nombre YA est égal a 2.
Ainsi, on pose YA=uv eton calcule les chiffres u et v par étapes comme suit :

La premiere étape :

Elle consiste a determiner le plus grand entier u, compris entre 0 et 9 (nous I’avons déja

3<a.

appelé chiffre), qui vérifie u
On calcule la différence (a—u3) et on place le résultat dans la position occupée par le

nombre a apres I’avoir effacé.

186_ Cette étude commence de la page 224 et s’interrompe a la page 234 du manuscrit de Marrakech. Voir
HASSAR (al-) : al-Kamil fr sinadat al-dadad [(Le (livre) complet dans la science du nombre], Ms.
Marrakech, n° 313, ff. 224-234.

¥7_ LAMRABET, D. : Figh al-kisab [La science du calcul], op. cit., pp. 73-80.

188_ |"expression utilisée par les mathématiciens arabes est la suivante : kad, la kad, la kad, kad, |a kad, la
kad, kadb...
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Ensuite, on calcule les produits (3u2) et (3u) et on place les résultats respectivement en

dessous des chiffres b et c.

La deuxieme étape

Elle consiste a déterminer le plus grand entier v, compris entre 0 et 9 qui Vérifie

100((3u2)/)+10((3u)v2)+ vé < fa—uocd.

Si A est un cube parfait alors on aura forcément
100((3u 2 ))+ 10((3u)v2 )+ vé= a-u?Jocd

D’ou la représentation :

Puis, on termine les calculs intermédiaires dans I’ordre suivant :
a—u3lb —3uv=e
ec —3uvi=f

fd —v3= 0

2-b. Si le nombre de position de A est supérieur a 4, on procede de la maniére suivante :
D’abord, on inscrit les chiffres u et v dans les positions indiquées et nous effacons les résultats

des opérations intermédiaires. Puis, on poursuit les calculs en répétant la deuxiéme étape.

Soit par exemple A = abcdxyz

Nous supposons que : fd —vi= g= 0. D’ou la représentation qui suit la précédente :
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La troisieme étape
: —\2
Nous effectuons d’abord les calculs suivants (3(uv) =3(10u +v) j et (3( )) et plagons

les résultats en dessous des positions indiquées dans la premiere étape de la maniére suivante :

uv
d X y z

s f  3(v)

Puis, nous chercherons a déterminer le plus grand entier w (Osws 9) qui vérifie :

[100(3(u_v)2 .W) + 10(3(W)W2 )+ wﬂ < gXxyz

Une fois I’entier est déterminé, nous calculons la différence

gxyz —[100(3(u_v)2 .wj +10(3(W)W2)+ wﬂ en effectuant les calculs intermédiaires comme

suit :

IZ—W3—j

Les résultats des calculs : e, f, g, h, i, k sont des nombres et non pas des chiffres.

Si le nombre de position est plus grand, I’algorithme se poursuit en utilisant le méme
raisonnement c'est-a-dire en éliminant les résultats des calculs intermédiaires et en gardant les

chiffres u, v et w inscris dans leurs positions indiquées.

11-2.3.b. Les formules d’approximation
Comme nous I’avons déja signalé, Ibn al-Yasamin n’a pas évoqué le calcul approché
des racines cubiques dans Talqiz al-afkar. Quant a I’étude d’al-Hassar sur le calcul de la

racine cubique d’un nombre par des procédés d’approximation, elle est contenue dans le

deuxiéme volume, non encore retrouvé, de son ouvrage intitulé al-Kamil. Aussi, notre
présentation sera entiérement basée sur I’étude qu’lbn Mundim a consacrée a ce calcul.
Si un nombre A n’est pas un cube parfait il s’écriraA=n> +r, n étant calculé par

I"algorithme de I’extraction de la racine cubique de A. Il vérifien® <A <(n+1)°.
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Pour déterminer une valeur approchée de YA Ibn Mundim a proposé deux formules :

Formule 1

2| 3n+1 3n+1 2| 3n+1

2
2 3 2
3’_A=3/n3+rzn+ [1( 3n D +A n 1£3n J

Il a explicité les opérations qui interviennent dans la formulation de ce procéde a travers
un seul exemple qui est A=70.

La justification'®

Pour justifier cette formule, l'auteur a emprunté une démarche algébrique aprés avoir

utilisé u? ~u® lorsque le nombre positif u est supposé plus petit que 1.

Sionpose YA =n+u avec 0<u<1 onobtient A=n°+3n%u+3nu? +u®

Puis, en supposant u® ~u®  onaura A-n3~3n%u+(3n+1u?

Pour determiner la valeur de I’inconnue u, on résout I'équation suivante :
2 3n? A-n®
uc+ u=
3n+1 3n+1
C’est une équation quadratique dont la solution est :
2 \\2 3 2
1| 3n A-n 4] 3n
U=/ 5 + —=
2 3n+1 3n+1 2| 3n+1

3A 1 3n? i A-n’ 1 3n? |
Ainsi YA=n+ = + —=
2| 3n+1 3n+1 2| 3n+1

L’erreur commise par ce procédé est par défaut mais Ibn Mundim n’a pas fait allusion a
cet aspect particulier.

Effectivement, A— (n+u)®= A —|n3 +3n2u+3nu? +u3J

3

nous aurons :

2 —
Or, en posant P(x) =x? + Sn” |y AN
3n+1 3n+1

189_ pour justifier ce procédé, Ibn Mundim s’est basé sur le méme exemple : A = 70.
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(3n+1)P(u)—(3n+l)u2+(A—n3)=3n2u avec P(u)=0.
Do A—(n+u)®=A—|nd +l(A—n3)—(3n +1)u2J+3nu2 +u3J
Ainsi, A— (n+u)*=u2-u®>0.

Formule 2

3. +1 3(n+1) ’ (n+1)2 - A
YA=An"+r = (ne1)- %(3( +1)—1]_ %(3(n+1)1] _3(n+1)1}

Ibn Munéim a énoncé cette formule en choisissant A=42. Il a explicité toutes les

opérations qui interviennent dans la formulation du procédé a travers cet exemple.

La justification®

Si  on pose %:(nﬂ)—v avec O<v<l, on  obtient

A=(n+1)> —3(n+1)>v+3(n+1p? —v3
En supposant v2~v®  on aura (n+1°-A =~ 3(n+1Pv—(3(n+1)-1)v?
Comme pour le cas précédent, on résout I'équation quadratique suivante dont

I’inconnue est v :

2 +£(n+1)3 —AJ_ 3(n+1)2

3(n+1)-1 | 3(n+1)-1

La soluti tv==1 3 I’l+1) 1 3(I’l+l)2 Z_M
a solution es V—2 3(n+1) 2 3(n+1)—1 3(n+1)—1

) 3(n+1)? 3(n+17 ’ n+1°-A
Dol ¥/A~ (n+1)- %[3($]+1))_1J_ {%[S(Ewl))_lJ (3(n+)1)—1]

L’erreur commise est par exces car :

(+1)-u) - A=|(n+1)2 - 3(n+1)2u+3(n+1u? ~ud|-A

1% Dans la démonstration, il posé A = 42.

98



3 2
Or, en posant P(x)= x2 + (1] -A) 30417 e
3n+1)-1 ] 3(n+1)-1

(3(n+1)-1u2+ (n+1° - A}-P(u) = 3(n+1%u avec P(u)=0.
Dot ((n+1)-u)f - A=|n+1° - |(3(n+1)-1u? +((n+ 12 - A+ 3+ 12 -ud]- A

Ainsi (n+1)-u)® - A=u? —ud=u?(1-u)>0.

Ibn Munéim n’a pas évoqué la nature de la valeur obtenue par cette formule. Mais il a

indiqué que ce calcul ainsi que le précédent utilisent deux valeurs approchées : la premiére au

2

niveau de I’opération u“ ~ 3 Quant a la deuxiéme, elle est obtenue en appliquant les

procédeés d’approximation de la racine carrée dans I’évaluation des nombres suivants :

(1{ 3n? Bz A-n3 [1[ 3(n+1)? BZ (n+1°-A
2\ 3041 )] Taner |1V 2\ 3+0)-1)] ~ 3(n+D)-1

Aussi, il a conclu que I’erreur commise est importante car elle est une accumulation de deux

erreurs produites dans ces deux étapes principales du calcul. Cependant, il n’a pas étudié la
possibilité de la minimiser comme il I’avait fait pour la racine carrée. De plus, le calcul

approché de la racine cubique n’a pas été suivi de méthodes pour affiner I’approximation.
I1-2.4. Le procédé d’approximation de la racine cubique d’une fraction

Formule
\/* ,l kb

Ibn Mundim a précisé qu’il faut choisir (kb) assez grand pour obtenir une valeur plus
précise.
L’idée de ce procédé est basée sur le principe de multiplier la fraction par un nombre

afin d’obtenir un entier. Ainsi, le calcul de la racine d’une fraction sera ramené au calcul de la

racine cubique de I’entier qui est égal a (bj(kb) = ab?k3.

Nous constatons que si k=10" alors le nombre F/abzk:g] obtenu en appliquant

I’algorithme d’extraction de la racine cubique, offre une trés bonne précision une fois qu’il est
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divisé par(kb). Nous avons déja exposé ce résultat dans la premiére partie qui traite les
procédés d’approximation en Orient. Nous signalons qu’lbn Mundim n’a pas spécifié une
valeur pour k et n’a pas distingué de cas particuliers. Nous avons évoqué le cas k=10"

seulement pour montrer I’importance de sa remarque & propos du choix de (kb).

Preuve
Ibn Mundim a expose la justification du procédé sur un exemple précis.

Nous pouvons la généraliser ainsi :

. a ab? a Yab?
Puisque —=—— alors 3/—=
b p3 b b

el O
Aussi \/7 d’ou la formule \/7

I1-3. Les procédés d’approximation dans Talkhis admal al-kisab d’lbn

al-Banna et dans certains de ses commentaires

Les eécrits mathématiques d’lbn al-Banna qui étaient connus dans les milieux
scientifiques de Occident musulman sont Kitab al-usizl wa I’mugaddimat fi |-jabr wa I-
mugabala™, Talkhis admal al-hisab'® et Rafd al-hijab dan wujiah admal al-hisab'®. La

production mathématique apres le XIV¢ siécle s’est essentiellement inspirée du contenu de ces

trois écrits. Tous les ouvrages, qui nous sont parvenus, ont reproduit les notions, les méthodes
et les problemes qu’lbn al-Banna avait étudiés et commentés.
Dans son livre d'algebre, Ibn al-Banna n’a pas évoqué des méthodes de résolution qui ne

sont pas algébriques. En outre nous n’avons trouvé aucun signe de résolution par des

méthodes d’approximation.

Le Talkhis admal al-hisab est I’ouvrage qui a été le plus commenté en Occident

musulman. C’est ce qu’affirment les commentaires qui ont été exhumés depuis une vingtaine

191_ Djebbar a exposé les résultats de son analyse du contenu du Kitab al-usil & plusieurs reprises et a présenté

une édition du texte suivie d’une traduction francaise dans sa thése de doctorat: DJEBBAR, A.:
Mathématiques et mathématiciens dans le Maghreb mediéval, op. cit.

192.SOUISSI, M.: lbn al-Banna al-Marrakushz, Talkhis adnal al-hisab. Edition, traduction francaise et
commentaires, Tunis, Publication de I'université de Tunis, 1969.
1% ABALLAGH, M. : Rafdal-hijab d'Ibn al-Banna, op. cit.
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d'années'®. Les études récentes ont aussi montré qu’il était un des manuels d'enseignement
des mathematiques dans la région et qu’il a eu un impact considérable dans la rédaction d'un

grand nombre d'ouvrage. Les énoncés du Talkhzs ont été repris, reproduits et commentés dans

la majorité des écrits qui ont été publiés & partir de la premiére moitié du X1V siécle®.

Dans le dernier chapitre de la premiére partie du Talkhis, 1bn al-Banna a exposé des
procédes pour calculer la racine carrée des nombres entiers et des fractions. Il a énoncé des

regles de calcul et des formules d’approximation mais sans les justifier. Et, comme les autres

parties de son livre, les exemples sont absents.

Le troisieme ouvrage d’lbn al-Banna intitulé Rafd al-4ijab dan wujizh admal al-hisab a
été concu & la fois comme un commentaire et comme un complément du Talkhis*®,
Son analyse a montré qu’il contient des éléments nouveaux qui ont enrichi les thémes du
Talkhis, en particulier I’étude des équations algébriques et des polynomes*®’. Le calcul par

approximation de la racine carrée d’un nombre a lui aussi été complété par des énoncés
nouveaux. Il a été développe dans le chapitre sur les nombres radicaux comme dans le
Talkhis.

L’élément qui caractérise la nouvelle étude d’Ibn al-Banna sur le calcul approché est
I’introduction de preuve comme un moyen pour exposer des outils algébriques et numériques
permettant de retrouver les différentes formulations qu’il a données dans le Talkhis. Elle
propose aussi des indications sur la terminologie choisie pour les énoncer.

En faisant cela, Ibn al-Banna aurait répondu aux questions et aux critiques qui auraient été
exprimeées a propos du contenu de ce chapitre.

Dans ce méme ouvrage, Ibn al-Banna a énoncé un procédé d’approximation de la racine

cubique. Il I’a brievement exposé et commenté dans le premier chapitre de ce livre consacré

aux nombres entiers'®,

1% ABALLAGH, M. & DJEBBAR, A.: Hayat wa mu’allafat Ibn al-Banna al-murrakush7 [La vie et I’ceuvre
d’Ibn-Banna al-murrakushi], op. cit., 70-76.
195 _ |La majorité de ces ouvrages ont été concus dans le but de commenter le contenu du Talkhis.
1%_IBN KHALDUN : al-Magaddima, op. cit., p. 483.
7. Voir DJEBBAR, A.: Mathématiques et mathématiciens dans le Maghreb mediéval, op. cit., p. 114.
ABALLAGH, M. : Rafd al-kijab d'lbn al-Banng, op. cit.
19%_ ABALLAGH, M. : Rafdal-#ijab, op. cit., p. 296, 405-410
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Dans cette section, nous allons présenter les différentes formules qui ont été énoncées

par lbn al-Banna et par certains mathématiciens du XI1V° siécle pour le calcul de la racine

carrée et de la racine cubique d’un nombre entier et fractionnaire.

I1-3.1. Les procédés d’approximation dans le Talkhis admal al-hisab et
le Rafdal-hijabdan wujih admal al-hisab
Dans cette partie, nous présentons les formules qui ont été énoncées dans le Talkhis.

Nous ferons suivre chaque énoncé par les commentaires d’lbn al-Banna qui se trouvent dans

le Rafd al-hijab. Lorsqu’un énoncé du Talkhzs est complété dans le Rafd al-kijab par un autre

qui lui est équivalent, nous exposerons le deuxieme énoncé apres le premier sous forme de

résultat.

I1-3.1.a. Les procédés d'approximation de la racine carrée d'un

nombre entier

11-3.1.a.1. Rappel

Pour tout nombre entier A il existe un entier n tel que A=n?+r. n est obtenu par

I’algorithme d’extraction de la racine carré et r<2n+1.

Sir=0 alors VA est un nombre irrationnel dont la valeur est déterminé par approximation.

I1-3.1.a.2. Les formules d’approximation

Formule 1

) r

Si  r<n alors JVA=Vn?+r=~ n+2—

n

. 2 r+1
Sir>n alors vVA=4n“4+r n+

2n+2

Cette formule a été énoncée dans le Talkhis **° puis commentée et justifiée dans le Rafd

al-hijab.

19%9_SOUISSI, M. : Ibn al-Banna al-Marrakushi, Talkhis adnal al-hisab, [Ibn al-Banna de Marrakech, I’ Abrégé
des opérations du calcul], op. cit., p. 64
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Ce procéde d’approximation n’est pas tres différent de celui d'lbn Mundim et d’al-
Hassar. Mais, I’élément nouveau qui le caractérise est la présence des deux conditions dans
I’énoncé.

En effet, pour déterminer si le nombre A est plus proche du premier carré ou du deuxiéme

carré qui I’encadrent, Ibn al-Banna s’est basé sur I’écart entre le reste (A—nz) etn.
Dans le Rafd al-Aijab, il a compareé les deux quantités (A—nz) et ((n +1)2 - A) puis il a

démontré I’égalité des expressions qu’il a données dans le Talkhzs avec celles énoncées par

les mathématiciens antérieurs.

Ibn al-Banna n’a pas présenté d’arguments qui expliquent la nouvelle formulation.

Mais, il a expose I’idée principale du raisonnement qui permet d’aboutir aux deux expressions

du procédé sans évoquer les conditions qui les accompagnent. Son raisonnement repose sur

I’écriture du nombre irrationnel VA sous la forme x/K:n+§ avec p, q des entiers qui
vérifient(apj <1.

La justification®®

La premiere formule

Si on pose JA=n+u onaura A-n?=2nu+u?

Aussi, avec u’~ 0 nous pouvons soustraire?® le carré de u du second membre de

2
s . . - A-n
I'égalité et obtenir A-n?=~2nu. Ce qui entraine u= 5
n
2
N A-n
D'ou vA=n+ 5
n

La deuxiéme formule

Enposant (n+1)=+/A+u onaura (n+1)?— A=u?+2JAu

Et en considérant u? ~ 0 nous pouvons I’ajouter au deuxieme membre de I'égalité et

obtenir : (n+1)% — A~2u? + 2J/Au = 2u(ﬁ+u): 2u(n+1)

20_ ABALLAGH, M. : Rafdal-kijab, op. cit., pp. 408-410
201 _ En utilisant I’expression de « soustraire » et non pas de « négliger », Ibn al-Banna a, & notre sens, introduit

une terminologie qui permet d’exprimer I’opération d’ajouter ou de soustraire des quantités trés petites a un
membre d’une équation donnée.
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2
Par conséquent, u~(n2+(r1+I)A et VAx(n+1)-u=n+ 2rn++12 '

Nous allons proposer une autre démonstration qui fait apparaitre les conditions posées
par 1bn al-Banna. Le raisonnement qu’on va adopter ressemble beaucoup a celui qui est utilisé
dans le calcul par approximation de la racine carrée présenté par Héron.

La notion de la moyenne arithmétique a été évoquée au moins deux fois dans les deux

ouvrages d’lbn al-Banna : Dans le chapitre sur les approximations et dans une autre étude

consacrée a la résolution des équations. Aussi, nous allons I’utiliser ainsi que I’idée

, . A _
d’encadrer A par les nombres suivants n, (n+1) et —. Deux cas sont alors possibles :
n

Premier cas: n<+A<< (n+1)
n

n2

Lorsque A (n+1) ona ' <(n+1). Ce qui entraine r <n
n

Dans ce cas, nous pouvons considérer la moyenne arithmétique entre les deux nombres,

. C . . A r
qui encadrent~/ A , pour aboutir a la premiéere expression : l(n +— ]=n +—

2 n 2n

Par conséquent, la condition r <n ainsi que la premiére formule d’approximation
r . . g NS A A
JA=n +5 seraient directement déduites des inégalités | n <+ A <— | et Y <(n +1).
n

Deuxiéme cas: n<+A<(n+1)< A
n

Lorsque A, (n+1) ona ' > (n+1). Par conséquent r>n.
n

or VA > A puisque (n+1)> > A. D’oil A A< (n+1)
n+1 n+1

Nous pouvons, la aussi, considérer la moyenne arithmétique entre les deux nombres qui

r+l1
2n+2°

encadrent+/A et aboutir & la deuxiéme expression : l((n +1)+i jzn +

2 n+1

Dans le Rafdal-Aijab, 1bn al-Banna a présenté d’autres énoncés qui ne sont pas évoqués

dans le Talkhzs. Nous les exposons sous forme de résultats comme suit :
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Résultat 1

2
Si [A—n2>n } alors [A—n2>((n+1)2— AH et (n+1)—(n+1) “A et
2(n+1) 2n+2

Nous pouvons le vérifier ainsi :
(n+1)> - A=(2n +1)—(A— n2)
Comme [A—n2 >n } alors l(n +1)? - AJ< (n+1)

Par conséquent, l(n +1)? - AJ <n et [A—n2 > ((n +1)2- Aﬂ .

2 2
Dans ce cas, (n+1)—(n+1)—_A=n+(1—n +2n+1_AJ:n+ rel

2(n+1) 2n+2 2n+2
Ibn al-Banna a ainsi démontré que la deuxieme expression de la formule 1 est la méme

que celle qui est connue par les mathématiciens antérieurs.

Résultat 2

L’erreur commise par ce procédé d’approximation est par exces.

x o . . - ()
Nous avons déja évaluée cette erreur dans la section précédente a o pour la
n

premiére expression.

(n+1)? - AT.

Pour la deuxiéme expression, nous avons éetabli qu’elle vaut ( 2( l)
n+

2
. . . , _ . . nN—r r+1
Mais, en utilisant la formulation d’lbn al-Banna, elle serait égale a + :
n+l \(2n+2
Nous signalons qu’lbn al-Banna n’a pas calculé la valeur de cette erreur, il a seulement

précisé qu’elle est par exces.

Résultat 3

n+1)2 - A)-1
2(n+1)-2

1- Si ((n +1)2- A)>(n +1) alors VA~ (n+1) - ((

En effet, si ((n+1)2— AJ>(n+1) alors (n2+2n+1—AJ>(n+1) et (A—n2)<n.

Et inversement.
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(12 - A1 A-n?
- =n+ .
2(n+1)-2 2n

De plus, nous avons (n+1)

2-Si ((n+1)2— Aj =(n+1) alors A— n? =n
Dans ce cas, A= n(n + 1) et A est considéré comme une moyenne proportionnelle :

A (n+1)

n? A
La valeur approchée de JA est déterminée en tant que moyenne arithmétique entre les

deux racines n et (n+1) : \/Kz%((n +1)+n) 22

Formule 2

2
\/K=Vﬂ2+rle ——(Xl) —A

2X1

Ou x; représente la premiére valeur approchée du nombre irrationnel JA.
Comme nous I’avons déja indiqué, cette formule est 1'itération de la formule précédente.
Elle illustre le principe des approximations successives qui a été énoncé et utilisé par al-

Hassar. Ibn al- al-Banna lui a attribué¢ I’appellation "affinement de I'approximation" qui

203

exprime parfaitement 1’idée de minimiser ’erreur” . Il n’a pas fait de commentaire sur sa

formulation et il n’a pas proposé de preuve pour sa validité.
Une seule indication dans le Rafd al-kijab pourrait nous éclairer sur le raisonnement
qu’il a utilisé. On la découvre dans I’énoncé de la deuxiéme expression de la premicre

formule dans lequel Ibn al-Banna a ajouté la phrase suivante « comme nous I’avons indiqué

204

dans I’affinement de I’approximation »~". Ibn al-Banna signale ainsi que 1’orsqu’on calcule la

racine en fonction du plus grand carré c'est-a-dire (n +1)2 , on doit toujours retrancher une

quantité a la racine de ce carré. Aussi, en constatant que X;, calculé par le premier procédé,

vérifie (x )2 > A, alors la deuxiéme expression de la formule 1 permet de retrouver

202_ Cette formule coincide avec les deux formules du premier procédé appliquées pour le cas particulier r = n.
Elle a été énoncée explicitement dans le Rafdal-Zijab vers la fin de la section consacrée au calcul de la racine
carrée.

Ibn al-Banna a utilisé l'expression "tadgiq at-taqrib" que Souissi a traduit par "raffinement de

I'approximation". Voir SOUISSI, M. : Ibn al-Banna al-Marrakushi, Talkhzg admal al-kisab, op. cit., p.64
%_ Ibn al-Banna s’est exprimé de la maniére suivante « kama dhakarna hadha I-damal f7 tadqrq at-taqrib ».
ABALLAGH, M. : Rafdal-hijab, op. cit., p. 408.
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I’énoncé de la formule 2 en calculant une deuxiéme valeur approchée en fonction du plus

grand carré qui est (X )2 .
L’efficacité du procédé a, certes, été signalée mais elle n’a pas été vérifiée dans les

deux ouvrages d’Ibn al-Banna ni d’une maniére théorique ni par le moyen des tests ou des

exemples comme 1’ont fait des commentateurs apres.

Formule 3

VADb?2

b

A =

Dans le Rafd al-kijab, Ibn al-Banna a indiqué que ce procédé d’approximation est

surtout utilisé lorsque le nombre A est exprimé dans la base sexagésimale. Dans ce cas b est
choisi comme une puissance de 60.

I1 a ajouté que ce calcul utilise les procédés précédents ce qui implique que le numérateur doit
étre calculé en appliquant des formules d’approximation.

Ibn al-Banna, n’a pas signalé I’efficacité de ce procédé aussi et il ne I’a pas considéré

comme un moyen pour affiner I’approximation.

I1-3.1.b. Les procédés d'approximation de la racine carrée d'une

fraction

Formule 1

Pour tous nombres a et b nous avons :
/(a}bz
ﬁ _WbJ"
b b

Ibn al-Banna a, de plus, donné une formule équivalente a celle-ci qui est la suivante :

Jab

a b T . . S
\/% =T. Il a aussi précisé que le numérateur ~ab est calculé par approximation en
appliquant les formules précédentes

Preuve

La preuve de ce procédé est basée sur la relation suivante : v/a.b =a+b

Nous pouvons exprimer 1’idée d’Ibn al-Banna ainsi :
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Formule 2
Si a et b sont des carrés parfaits alors :

Va
N0

Cette égalité exprime la division de deux nombres radicaux. C’est probablement la

=y

raison pour laquelle Ibn al-Banna ne I’a pas répétée dans le Rafd al-kijab.

II-3.1.c. Les procédés d'approximation de la racine cubique d'un

nombre entier
Dans le Raf® al-Zijab, ’étude de la racine cubique d’un nombre n’a pas été abordée
aprés celle de la racine carrée. L’ordre dans lequel ces deux études ont été présentées a été
plutdt inversé. La premic€re n’a occupé qu’un petit paragraphe d’une section du premier
chapitre sur les nombres entiers. La deuxieme, plus développée, occupe toute une section du

chapitre sur les nombres radicaux.

Pour justifier son étude partielle et succincte de la racine cubique d’un nombre, Ibn al-
Banna a qualifié ce sujet de long et de peu d’utilité. Il a aussi précisé¢ que la racine cubique
n’intervient pas dans le domaine des mathématiques autant que la racine carrée qui est

souvent utilisée dans les textes algébriques et dans les quantités qui y sont traitées, parce

qu'elle est, a ses yeux, le fondement de 1’algebre. Ce sont les arguments qu’il a exposés pour

justifier ’absence de cette étude dans le Talkhis et pour expliquer sa présence modeste et
écourtée dans le Raf® al-Zijab.

Nous rappelons que 1’algorithme de la racine cubique tel qu’il a été présenté dans les
ouvrages anciens, utilise uniquement deux étapes : la premicre est exécutée une seule fois et
vise a déterminer le premier chiffre de la racine. Quant a la deuxiéme, elle est répétée jusqu’a

épuisement de toutes les positons du nombre, dont on veut calculer la racine. Elle consiste a

appliquer la formule (a+b)3 =a’+b’ +3a’b+3ab? a chaque étape du calcul d’un des

chiffres restants de la racine. Cette étape rassemble des calculs secondaires qui n’ont aucune

spécificité pour la représentation globale de I’algorithme. Il est possible que cet algorithme,
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qui est effectivement long et surtout dans lequel les calculs intermédiaires sont plusieurs fois
répétés, n’ait pas présenté un intérét particulier pour Ibn al-Banna®®.

Cependant, I’étude qu’il a consacrée a la détermination d’une valeur approchée du
nombre irrationnel /A, est significative car il a invoqué certains principes qui sont
importants pour le calcul approché. La particularité de son travail réside dans la formulation

du procédé d’approximation qu’il a proposé et aussi dans les indications qu’il a données pour

d’expliciter les principales étapes du calcul approché. Celles-ci nous ont aidées a reconstituer

la démonstration d’Ibn al-Banna.

Dans cette section, nous présentons le procédé d’approximation de la racine cubique

d’un nombre qu’lbn al-Banna a exposé en précisant ses étapes les plus importantes. Nous

ferons suivre cette présentation de quelques commentaires que suggere la comparaison de ce

procédé avec celui d’Tbn Mundim.

Les formules d’approximation

Formule 1

Ibn al-Banna n’a pas posé de condition dans cet énoncé mais il a précisé que ce calcul

approché¢ est 1i¢ aux nombres cubes qui encadrent A.

La justification

On pose YA =n+u , avec U un nombre qui vérifie 0 <u<1.

Ainsi, on aura A=n> +3n%u+3nu? +u’

Puis, en négligeant le dernier terme on aboutit a 1'équation quadratique suivante

2 A-I’13

u“+nu= 3 dont ’inconnue est U.
n

25 _ La citation intégrale d'Ibn al-Banna est:
g sl Jaadl iy sl pds D3l OIS sl ccaaSal) alia 38T US55 /13 a5 g sall Q8 Jeal) ishe canSall b a0
adels juall ool el Y caw i LS L eal
"La détermination du c6té du cube est longue, et de peu d'utilité. C'est pour cette raison que nous avons
abandonné (dans le Talkhzs) la détermination du c6té du cube. Et si la racine carrée s'obtenait par I'algébre,

selon un procédé autre que celui qui lui a été consacré (dans le Talkhis), nous n‘aurions pas évoqué son
approximation; en effet, la racine carrée est un fondement pour I'algébre; sache-le". ABALLAGH, M. : Rafd
al-Aijab d'lIbn al-Banna, op. cit., p. 104.
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C’est la quatriéme €quation dans la classification d'al-Khwarizmt dont la solution est :

3 2
D’ou la formule : %/K > n + A-n + n .
2 3n 2

Ibn al-Banna n’a donné aucune indication sur la nature de la valeur obtenue par ce

procédé d’approximation.

Nous pouvons vérifier qu’elle est par exceés de la maniere suivante :

3 2 3 2
n A-n n A-n n n
Nous posons 3\/ = 5 + +(Ej =NnN+U avec U= +(_) I

3n 3n 2 2
Puis, nous calculons A—(n+ u)3 =A-|n? +3n%u+3nu? + u3_
: e 2 A-n’ 2 3 2
Comme U est solution de I’équation X~ +nx= 3 alors 3n“u=\A—n~)-3nu”.
n

Par conséquent, A—(n+ u)3 =A-|n3 + ((A— n3)—3nu2)+ 3nu? + u3J. D’ou:

A-(n+uf=—u’<0

n A-n® (n)? .
Etla valeur — + +| = est par exces
2 3n 2

Formule 2

2 3
YA 2ra n;1+\/(n+lj _(n+1)’-A

2 3(n+1)

Comme pour la formule précédente, on ne trouve aucune condition qui accompagne

I’énoncé. Aussi, nous pouvons justifier ce calcul uniquement en nous référant aux indications

d’ Ibn al-Banna.

La justification

Onpose YA = (n+1)-v  avec 0O<v<l.

Ainsi, on aura A:(n+1)3 —3(n+1)2v+3(n+1)\/2 —v3

110



» (h+1)’-A

Puis, en considérant V> ~ 0 on aboutit & 'équation v~ + 3(n+1) = (n+1)v dont
n+

I’inconnue est V.

C’est la cinquieme équation dans la classification d'al-Khwarizmi1 dont la solution est :
(1) ey _(ne1P -A
2 2 3(n+1)

2
D’ou la formule : /A ~ n+1+\/[n+1j _(n+1)3—A

2 2 3(n+1)

De méme que pour la formule précédente, Ibn al-Banna n’a pas précisé que ’erreur

commise par ce procédé d’approximation est par défaut. Nous pouvons le vérifier ainsi :

2 3
Onpose%z(n+l)— n;—l_\/(n—i-lj _(n+1) A :(n+1)—u.

2 3(n+1)

Puis, on calcule [(n+1)- u]3 -A
[(h+1)-uP —A:[(n+1)3 —3n+1)2u+3n+1u? —u3J— A

) . . 2 (n + 1)3 -A
Comme U est solution de 1’équation quadratique X +W = (n +1)X alors
n+

3(n+1u2 +[n+1)2 - A= 3(n+1)2 U

Ainsi, [0+ 1) -uP ~A=|(n+ 1P -+ u2+ (017 - Al 3+ 2 w3 oA e

[(h+1)-uP - A=-u’<o0.

qui est attribuée a A est par

n+1)2 C(n+1)’-A

, n+1
Par conséquent, la valeur +
2 2 3(n+1)

défaut.

L’¢étude d’Ibn al-Banna est trop courte et abrégée. La nature des valeurs obtenues par les

deux procédés n’a pas été évoquée ainsi que 1’efficacité de ce calcul. Mais, elle est spécifique

dans la mesure ou les nouvelles formules et le raisonnement qu’elle expose se distinguent de

ceux d’Ibn Mundim. L’auteur du Raf® al-kijab a utilisé des outils algébriques comme son

prédécesseur et il a, en plus, introduit une nouvelle mani¢re de négliger les puissances
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supérieures d’un nombre fractionnaire plus petit que I’unité. En posant x> ~ 0 Ibn al-Banna
visait a ce que ce terme n’intervienne pas dans les équations qui découlent des deux égalités
A =n+x et JA= (n+1)—x. Cette nouvelle approche a donné naissance a des formules

plus simples dont 1’avantage se situe au niveau de la réduction du nombre des opérations a

effectuer. Ainsi qu’une diminution des divisions répétées par le terme (3n+1) ou par le
terme (3(n + l)— 1) .
La comparaison des procédés d’approximation d’Ibn Mundim avec ceux d’Ibn al-Banna

montre qu’il y a une similitude entre les deux démarches. Il n’est pas facile de déterminer
lequel des deux est meilleur. Sur un échantillon de nombres nous avons constaté que parfois

ce sont les formules d’Ibn Mundim qui sont plus précises et parfois ce sont celles d’Tbn al-

Banna :
A A par A A
calculatrice Ibn Mun6im Ibn al-Banna
2 1,259921 1,25 1,145497
3 1,442249 1,425390 1,263762
6 1,817120 1,819803 1,816496
7 1,912931 1,913552 1,912870
11 2,223980 2,221404 2,222474
18 2,620741 2,625 2,618033
19 2,668401 2,671785 2,666666
21 2,758924 2,760828 2,758305
26 2,962496 2,962547 2,962494
0,1 0,464158 0,466835 0,464087
0,5 0,793700 0,7937007 0,7937003
0,8 0,928317 0,928295 0,928326
34 3,239611 3,238238 3,240051
35 3,271066 3,269413 3,271690

I1-3.2. Les procédés d’approximation dans certains commentaires du
Talkhis et du Rafdal-hijab

Les études qui ont été réalisées autour des activités mathématiques au XIV* siécle dans

I’Occident musulman ont montré que 1’influence des écrits d’Ibn al-Banna sur la production

mathématique dans la période allant du XIV® siécle jusqu’au XIX® siécle est considérable.

Leur role était important et fondamental dans 1’enseignement aussi.
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L’analyse et 1’édition de certains ouvrages, congus comme des commentaires au

Talkhis, montrent que leurs contenus reposent essentiellement sur les trois ouvrages d’Ibn al-

Banna déja cités dans la section précédente. Certain commentateurs se sont référés aussi a un

autre livre d’Ibn al-Banna qui s’intitule al-'arbadmaqalat [Les quatre épitres]*®.

. . N4 3 4 . \ r 2 b L4+ A
Dix sept commentaires ont été signalés jusqu’a présent®’’ mais quatre seulement ont été

édités®®.

Les mathématiciens du XIV® siécle justifiaient la publication de leurs commentaires par

le fait que le Talkhzs est un écrit qui résume des notions de calcul et d’autres d’algébre. Son

aspect jugé parfois hermétique, les a incités a le compléter, soit par des exemples soit par des
démonstrations pour assurer la validité de ses énoncés et de ses procédures.

Dans le travail que nous allons présenter, nous montrerons 1’influence du Talkhzs dans

le domaine du calcul par approximation. Ainsi que 1’apport important du Rafd al-Aijab méme

si certains commentateurs sont restés silencieux a ce propos. Nous prouverons aussi
I’existence d’autres raisonnements qui ont parfois nécessité¢ le recours a des résultats plus

anciens.

Un seul commentaire du Rafd al-Zijab nous est parvenu jusqu’a présent. Il s’agit de
Tuhkfat as-rullab wa umniyat al-zussab fi sharkz ma ashkala min Rafd al-kijab [La parure des
étudiants et le souhait des calculateurs sur I’explication des difficultés du Rafd al-hijab] d’Ibn
Haydir (m. 1413).

Parmi les mathématiciens du XIV°® siécle qui ont étudié la racine cubique d’un nombre

par des procédés d’approximation, Ibn Haydur est le seul qui a repris le raisonnement d’Ibn
al-Banna et 1’a appuyé¢ par un exemple illustrant ses étapes les plus importantes. Ce méme

exemple a été reproduit au XIX® siécle par Muhammad Ibn yusuf Atfayyash dans son

2%6_ Al-Ghurbi a évoqué cet écrit dans 1’étude des nombres fractionnaires. Voir HARBILI, A. : Le Takhsis d'al-
Ghurbt : Un commentaire inédit du Talkhis d'Tbn al-Banna. op. cit.

7. ABALLAGH, M. & DJEBBAR, A.: Hayat wa mu’allafat Ibn al-Banna al-murrakush7 [La vie et I’ceuvre
d’Ibn-Banna al-murrakushi], op. cit., pp.70-76.

20811 s’agit des publications suivantes : ABALLAGH, M. : Rafd al-hijab d'lbn al-Banna, op. cit. BENTALEB,
F.: Aba |-Hasan al-Qalasadi (m.891/1486), Shari Talkhis adnal al-khisab, Oeuvre mathématique en
Espagne musulmane du XV° siécle, Edition et traduction, Dar al-Gharb al-islami, Tunis, non daté.
GUERGOUR, Y.: Al-Adnal ar-riyyadiyya li Ibn Qunfudh al-Qasansmi (m. 1407) [Les écrits
mathématiques d'Ibn Qunfudh al-Qasantini], Magister d'Histoire des Mathématiques, Alger, E. N. S de
Kouba, 1990. HARBILI, A.: L'enseignement des mathématique & Tlemcen au XlVe siécle a travers le
commentaire d'al-dJgbani (m.1408) au Talkhzs d'Ibn al-Banna(m.1321), op. cit.
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commentaire au Kashf al-*asrar dan dlm huraf al-ghubar [Révélation des secrets relatifs a la
science des chiffres de poussiére] d’al-Qalasadi (m. 1486).

Les ouvrages que nous avons utilisés dans cette partie de notre travail sont : Haft an-
nigab badda rafdal-hijab dan wujih admal al-hisab [Abaissement de la voilette aprés le lever
du voile sur les formes des opérations du calcul] d’Ibn Zakariyya al-Gharnatt (m. 1413), At-
Tamhis fr sharh at-Talkhis [(Livre) sur la clarification sur le commentaire de 1’Abrégé] et
Tuhkfat az-rullab wa umniyat al-4ussab fr shars ma ashkala min Rafd al-kijab d'Ibn Haydir et
Takhszs uwlz al-albab fr shars Talkhis admal al-hisab d'al-Ghurbi (XIV® s.). Parmi les
commentaires qui ont été édités, nous n’avons utilisé que celui d’al-0Ugbant (m. 1408) car il

contient des éléments nouveaux au niveau des preuves qu’il a exposées.

I1-3.2.a. Les procédés d'approximation de la racine carrée d'un

nombre entier
Les procédés d’approximation de la racine carrée d’un nombre, qui ont été énoncés par

les mathématiciens du XIV°® siécle, sont ceux qu’lbn al-Banna avait établis. Nous allons les

reproduire dans cette section et signalerons les éléments nouveaux qui ont été introduits par

les commentateurs.

Pour le calcul de la racine cubique d’un nombre, Ibn Zakariyya a repris 1’étude d’Ibn
Mundim et Ibn Haydar a retranscrit celle d’Ibn al-Banna. Les autres commentateurs n’ont pas

abord¢ ce calcul peut étre parce qu’il n’a pas été évoqué dans le Talkhis.

Nous présenterons les différents procédés d’approximation de la racine cubique d’un
nombre qui ont été énoncés dans les écrits que nous avons cités. Nous ferons suivre cette
présentation par un certains nombre de remarques que suggerent I’étude comparative entre

les différents textes que nous avons analysés.

I1-3.2.a.1. Quelques propriétés sur les nombres carrés successifs

Ces propriétés ont été exposées comme des rappels dans les commentaires qui

contiennent des démonstrations sur les procédés d’approximation.

1- Pour tout nombre non carré A il existe un entier n qui vérifie n2<A <(n+ 1)2

2- Si a? , b2 sont deux nombres carrés consécutifs alors |a—b|=l
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b2 -a’=2a+1
3-Si az, b2 sont deux nombres carrés consécutifs alors 4 b2 —a? =2b—1

bZ-aZ=b+a

I1-3.2.a.2. Les formules d’approximation

Formule 1

En posant A=n?+r ona:

Si r<n alors \/KszrzL
n

. r+1
Sir>n alors VA=n+
2n+2
Tous les mathématiciens du XIV® siécle, auteurs des ouvrages que nous avons
consultés, ont énoncé cette formule d’Ibn al-Banna. Mais, la justification du procédé n'a pas
été abordée de la méme maniére par les commentateurs du XIV°® siécle. Certains se sont basés
sur des exemples pour prouver |’efficacit¢é du procédé et définir la nature des valeurs

obtenues. Parmi-eux, al-Misrati (m. 1344), qui était un disciple d’Ibn al-Banna. Dans le
préambule de son commentaire, il a précisé que le Rafd al-khijab contient les arguments

nécessaires pour compléter le Talkhis mais qu’il manque d’exemples. C’est la raison pour

laquelle il s’était proposé d’écrire son ouvrage aprés avoir obtenu I’autorisation de son

maitre?”.

Les autres commentateurs ont eux aussi utilis€¢ des exemples. Mais certains d'entre eux

l'ont fait modérément, en privilégiant la justification de la validité des procédés. Parmi ceux

qui ont justifié leur calcul, nous citons al-0Ugbani qui a présenté des arguments qui n’utilisent
pas le principe qui consiste a négliger les quantités positives plus petites que 1’unité. Ibn

Haydir et Ibn Zakariyya ont rapporté des extraits du Rafd al-kijab dans leurs preuves. Le
premier a, en plus, proposé un raisonnement treés différent de celui d’Ibn al-Banna. Quant au

second, il a repris les preuves d'Ibn al-Banna telle qu'elles ont été exposées dans le Rafd al-

299 AI-MISRATT : Al-Lubab f7 talkhzis adnal al-hisab [La moelle sur I’abrégé des opérations du calcul], Ms.
Rabat, Al-Hasaniyya, n® 2186 /2, p. 92.
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hijab. 11 a aussi utilisé la méthode qu’a proposée Ibn Haydur pour préciser la nature des

valeurs obtenues par ce procédé.
Nous allons exposer la justification de chacun en indiquant les outils et les notions que

ces mathématiciens du XIV® siécle ont utilisés.

La justification d’al-6Uqbani

Pour la premiére expression, al-0Ugbant a utilisé un raisonnement identique a celui

d’Ibn Mundim en précisant que I’erreur commise par ce procédé ne dépasse pas i

2 2
En effet, puisque | n +L =A+ L et r <n alors T2 < l
2n 2n 2n 4

Pour la deuxiéme expression, il a établit les résultats suivants :

1- Pour tous nombres a et b tel que a > b, ona a —b? =(a- b)2 +2(a—-b)p >

2 2

a“-b
2- —— —b).
2a <(a )

Il a aussi présenté les résultats de la comparaison des erreurs commises par les deux
expressions ainsi :

2 2 2
Sl r = n alors w :l et [ r j 1
2(n+1) 4

(h+1)?-A _1, n-r

Si 1 —_—
Lrsn s 2(n+1) 2 2(n+1)

> % Mais, comme (Lj < l, il a

conclu que la premiere expression du procédé offre une meilleure précision.

2
Sir >n alors M ! n-r ! et (r

=4 <= —j >l.Dans ce cas,
2(n+1) 2 2(n+1) 2 2n) 2

c’est la deuxiéme expression qui offre une meilleure précision.

I1 a également établi que :

2 2

(n+1% - A (h+1? - A
e i B R T

210_ Crest le résultat de la cinquiéme proposition du deuxiéme livre des Eléments d’Euclide : E(II ,5). HEATH,
T. : The thirteen books of Euclid’s Elements, New York, Dover publications, Inc, 1956, vol. 1, pp. 382-385.
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Sa preuve est identique a celle d’Ibn al-Banna mais il n’a fait aucune allusion au Rafd
al-hijab™"".
Nous signalons aussi que 'exposé d'al-6Ugbani donne I'impression d’étudier les erreurs

commises par les deux expressions d’Ibn Munfim en fonction des conditions posées par Ibn

al-Banna. Mais, le nom d’Ibn Mundim ainsi que son ouvrage n’ont pas été mentionnés dans le

commentaire d’al-0Ugbani.

La justification d’Ibn Haydur
Ibn Haydur a proposé de représenter géométriquement les différents objets qui

interviennent dans le raisonnement d’Ibn al-Banna.

Pour la premiére expression, il a représenté le nombre A par un carré : A= (n + X)2 .

Puis, en se référant au deuxieme livre des EIéments d’Euclide, il a considéré que chaque

2

terme de 1’égalité (n + X) =n? +2nx+ x> est, lui aussi, représenté par une surface.

D’ou I’égalité suivante : (A— n2)= x(2n + X).
A-n?

Ainsi, on aura : Xx=———.
2n+ X

A partir de cette derniere égalité, Ibn Haydiir a proposé la valeur approchée suivante :

A—n? . A-n?
~———. Il a aussi précis€ que la valeur n+
2n 2n

X est par exces puisque

A—n2 < A—n2
2N+ X 2n

Il a signalé que son raisonnement est basé¢ sur la soustraction du terme X du

2

dénominateur de la fraction . Il a ajouté que I’idée d’Ibn al-Banna de soustraire le

terme X> n’a pas une explication dans ce type de raisonnement.

*I'_HARBILI, A. : L’enseignement des mathématiques & Tlemcen & travers le commentaire d’al-dJgbanz, op.
cit., pp. 328-334
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Pour la deuxieme expression, il a d’abord représenté le carré (n+1)2. Puis, il a

considéré que la surface carrée A= (\/K) ajoutée au reste (n + 1)2 — A est égale a la somme

des surfaces : X2, X\/K, X\/K.

I1 a exprimé cette égalité¢ de la maniére suivante :

((n +1)? - A)+ x? = 2x(\/K + x)=2x(n +1)

: ((n +1)? - A)+ x2

Dot
o 2(n+1)

=X

!(n +1)? - A)
2(n+1)

qu’elle s’obtient en soustrayant le carré du terme X du numérateur de la fraction suivante :

Pour ce cas, il a proposé la valeur approchée suivante : ~ X en précisant

((n +1) - A)+ x? |
2(n+1)

(0+172 ) _ (1A
2(n+1) 2(n+1)

Il a établi que et il a conclu que la deuxieme

expression du procédé offre une approximation par exces.

A cette étape de sa justification, Ibn Haydir a évoqué 1’idée d’Ibn al-Banna d’ajouter le
terme X en expliquant que cette opération ne peut intervenir dans les calculs.
L'analyse du texte d'Ibn Haydiir montre que la représentation géométrique a permis a ce

mathématicien du XIV® siécle d’exposer un raisonnement différent de celui d’Ibn al-Banna.

Elle lui a surtout servi de moyen pour justifier ses critiques a propos de certains passages du

Rafd al-hijab. Nous signalons aussi que ce texte ne contient aucune indication sur une
éventuelle utilisation de notions d'algébre que nous trouvons chez Ibn al-Banna comme la

notion d'équation algébrique et celle des mondémes X et X>.

Formule 2

En posant r=(n+1)2 —A,ona:

Sir<(n+1) alors x/Kz(n—i-l)—ﬁ
+

Sir>(n+1) alors \/Kz(n+l)— r-l
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Parmi les commentateurs du Talkhis dont les ouvrages nous sont parvenus, seul al-
Ghurbt (XIV°® s.) a énoncé cette formule.

Il a rassemblé dans cette formule les résultats de 1I’étude d’Ibn al-Banna mais il n’a fait
aucune référence au Rafd al-hijab. 11 a plutot déclaré que ce procédé n’a pas été évoqué par
Ibn al-Banna en faisant vraisemblablement allusion au Talkhis.

Al-Ghurbi n’a pas proposé de preuve mais il a conclu a partir des exemples, qu’il a

traités, que I’erreur commise par ce procédé est par exces’'.
Cette formule n’a pas été énoncée dans les ouvrages du XIV® siecle qui sont accessibles
aujourd’hui. Aussi il est naturel de s’interroger sur la survivance de ce type de calcul dans la

tradition mathématique ultérieure de 1’Occident musulman.

Formule 3

Si A-n’=n alors (1417 ~A=(n+1) e VA~

Ce cas a été distingué par Ibn Zakariyya et Ibn Hayddr. Ils ont tous les deux évoqué la
notion de proportionnalit¢ de A avec les nombres carrés qui I’encadrent. Ibn Zakariyya a
répété ce qu’a dit Ibn al-Banna a propos de la valeur de A. Ibn Haydiir a présenté la formule

pour la valeur de A=n(n+1) a travers un exemple.

Formule 4

2
\/K=\]n2+rle —(Xl)—_A

2X1

X, étant la premiére valeur approchée du nombre irrationnel VA obtenue par les
formules précédentes.
Dans tous les écrits que nous avons consultés, cette formule a été énoncée suivie d'un

certain nombre d'exemples. Plusieurs commentateurs, comme al-0Ugbani, ont répété le

procédé jusqu'a n = 3 et ont déclaré qu'il est possible de poursuivre l'itération indéfiniment?'?.

Ibn Haydir I’a certifié en utilisant I’expression de « procédé qui ne s’arréte pas »*'*.

12 AL-GHURBI, Takhsis uwl7 I-albab f7 shark talkhis adnal al-kisab [Spécialisation des hommes de ceeur dans
le commentaire de I’abrégé des opérations du calcul], Ms. Alger, B.N, n° 2712, ff. 101b-102b.
213 HARBILI, A. : L’enseignement des mathématiques & Tlemcen & travers le commentaire d’al-dJgbani, op.
cit., pp. 334-336.
2% IBN HAYDUR : At-Tamhis f7 shark at-Talkhis, Ms. Rabat, Al-Hasaniyya, n°252, ff. 32.
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Aucun mathématicien a la suite d'Ibn al-Banna n’a tenté de prouver la validité de ce

procédé d’approximation. Quant a sa précision, elle a été¢ constatée a travers des exemples
seulement.
La terminologie qui a été utilisée nous permet de généraliser ce procédé

d’approximation de la maniére suivante :

On pose X; la premiere valeur approchée du nombre irrationnel VA obtenue en

appliquant une des formules précédentes selon les cas. A partir de cette valeur nous calculons

celles qui suivent en utilisant la formule récurrente suivante :
X

(Xn—l)2 —A

Xn=Xpn-1—
2Xn-1

C’est la méthode itérative qui consiste a disposer d’une approximation initiale
Xp = [x/KJ ou bien X =([x/ZJ+ 1) de la solution recherchée®"”.

Puis, en calculant le premier terme X; de cette suite selon la formule 1 on calcule

2

2
lorsque X0=l\/KJ et a

I’erreur commise par exceés. Sa valeur est égale a € =

2
2
e = % lorsque XO:([\/KJH).

Le calcul des termes suivants permet de réduire cette erreur d’une maniére progressive
jusqu’a la rendre trés faible. Les mathématiciens maghrébins du XIV® siécle ont établi ce
résultat a travers des exemples. C’est slirement la raison pour laquelle ils ont maintenu

I’appellation « affinement des approximations ».

La suite est minorée par le nombre JA . Ce résultat a été vérifié par les mathématiciens
du XIV© siécle.
Effectivement, sachant que X; >JA et A>1 nous pouvons vérifier que Xp >/A pour

tout n > 2 .

La suite (X, ),, est décroissante. Par suite, elle est convergente.

n

M [1/ A ]: n désigne la partie entiére du nombre irrationnel JA qui vérifie aussi n? <A < (n+ 1)2 .
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Formule 5

Cette formule a fait l'objet de quelques commentaires de la part de certains
mathématiciens du XIV* siécle comme al-6Ugbani. Ce dernier a déclaré que 1’on peut obtenir
un résultat meilleur avec un bon choix de b?. Mais, il s’est servi d’un exemple pour préciser
qu’il n’est pas toujours obligatoire qu’on attribue a b2 une valeur trés grande'. Quant a Ibn
Haydiir, il a déclaré que la valeur obtenue est moins précise lorsque b2 < A.

Nous avons déja signalé D’efficacité de ce procédé mais, comme Ibn al-Banna, la

majorité des mathématiciens du XIV® siécle ne ’ont pas considéré comme un moyen qui
affine I’approximation.
Al-0Ugbani, Ibn Haydir et Ibn Zakariyya ont utilisé le résultat suivant :v/ab = Ja.b

Van® ﬁj?:ﬁ

pour justifier le procéd¢ ainsi : . =

Al-0Uqbani a, en plus, démontré que ’erreur commise est par excés®'’. Al-Ghurbi et Ibn
Zakariyya I’ont constaté mais a travers des exemples.
Formule 6
A-n?
(n+1)* —n?
VA = {ou bien

(1) (n+1)? —n?

n+

Ce procédé d’approximation a été énoncé par Ibn Zakariyya. Les autres commentateurs

ne I’ont pas cités dans leurs écrits peut étre parce qu’Ibn al-Banna ne 1’a pas évoqué.

216_ Al-6Uqbani a prouvé, a travers un exemple, que le choix de b assez grand ne garantit pas toujours une

minimisation de 'erreur commise par ce procédé. Pour cela, il s’est proposé de calculer V6 en choisissant

25 L
1664 * 400
Ensuite, il a établi que e; >e,. Voir HARBILI, A.: L’enseignement des mathématiques & Tlemcen &
travers le commentaire d’al-dJgbanz, op. cit., pp. 338-342.

2T HARBILI A. : L’enseignement des mathématiques a Tlemcen & travers le commentaire d’al-dJgbanz (m.
1408), op. cit., pp. 130-131.

d'abord b=9. II a trouvé l'erreur commise : € = Puis, pour b=4, il a trouvé une erreur e, =
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Les mathématiciens de 1’Occident musulman comme Ibn Mun0im, al-Hassar et Ibn al-
Yasamin ne ’ont pas énoncé aussi. Mais, au X° siécle, Ibn 0Abdin a utilisé la premiére

expression de cette formule dans son épitre Risala fi t-taksir. Il ne I’a pas énoncée

explicitement mais il I’a appliquée conjointement avec la premiére expression de la formule 1

. , . . r .. 21
pour calculer la racine carrée de certains nombres, qui ne sont pas des carrés parfaits”'®,

Cette formule présente quelques particularités : Les termes qui sont utilisés dans
I’énoncé de la premicre expression sont ceux exprimant le procédé d’approximation connu en

Orient musulman.

La deuxiéme expression n’a pas été citée dans les ouvrages de calcul que nous avons
consultés dans les deux traditions de I’Orient et de 1’Occident musulmans. Il est probable

qu’elle a été énoncée dans des ouvrages plus anciens d’al-Andalus. Il est possible aussi qu’Ibn

Zakariyya se soit inspiré de 1’étude d’Ibn al-Banna pour exprimer le méme procédé avec deux

formulations différentes. Nous pouvons effectivement établir 1’égalité entre les deux

expressions de la manicre suivante :

n+1)% - n+1)? — A A—n?
=n+{l-—~L——|=n+———.

A
(n+1)> —n? (n+1)* —n? (n+1)* —n?

(n+1)-

L’erreur commise par ce procédé est par défaut contrairement aux autres procédés que

nous avons expos€s jusqu’a présent. Mais Ibn Zakariyya n’a fait aucune allusion a cette

particularité.

Formule 7

JAb% -1
ﬁzT

C’est le procédé d’approximation qui a été énoncé par Ibn Zakariyya sans aucune

indication sur son origine ou sa validité. De plus, aucun exemple n’a été utilisé pour expliciter

les étapes de ce calcul.

Ibn Zakariyya a signalé que le choix de b? tres grand assure la précision du résultat.

Concernant la nature de 1’erreur commise par ce procédé, nous pouvons vérifier que :

28 DJEBBAR, A. : Ar-Risila fi t-taksir li Ibn 0Abdiin, shahid dala al-mumarasat as-sabiqa li t-taglid al-jabrT al-
0rabi [L’épitre sur le mesurage d’Tbn 6Abdin, un témoin des pratiques antérieures a la tradition algébrique

arabe], Suhayl, Journal for the History of the Exact and Natural Sciences in Islamic Civlisation, Barcelone,
2005, Volume 5, partie arabe, pp. 7-68.

122



1- Si (Ab2 - 1) est un carré parfait elle sera par défaut.

\/Abz—l u

Effectivement, si on pose : = b’ avec u% =Ab? 1.

b
2 2
On déduit que ur _AbT -l A_L
b2 b2 b2
2
Par conséquent b—z <A.

2-Si (Ab2 - 1) n’est pas un carré parfait.
On pose u; la valeur approchée du nombre irrationnel (\/ Ab? —1), calculée en

appliquant les procédés d’approximation déja cités a I’exception de la formule 6.

Dans ce cas : (ul )2 >(Ab2 — 1) car Uy est une valeur approchée par exces.

2 2
o Va2 1A
b b

Par conséquent, la nature de ’erreur dépend de la valeur de b. Nous pouvons le

constater a travers I’exemple suivant :

Pour A= 2, choisissons d’abord b = 2 :

2
V24-1 7 7S

_:1+_
2 2 2

2
Avec (1 + %) — 2 < 0. Lavaleur trouvée est par défaut.

Pour b = 4 nous avons :

7
i1 A1 Pty 1T

~
~ =

4 4 4 4 12

2
1 7 . \
Dans ce cas : (1 +—+ —j — 2 > 0. La valeur trouvée est par exces.

3- Si (Ab2 —1) n’est pas un carré¢ parfait et U; est la valeur approchée du nombre

irrationnel (\/ Ab? - lj , calculée en appliquant la formule 6.

u
Dans ce cas : ulz < Ab% -1 < Ab?. Par conséquent la valeur Fl est par défaut.
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Justification du procédé
L’interprétation que nous pouvons donner a la formulation de ce procédé est la

suivante :

VAb? —1 1
Onpose —=_|A——.
b b2

On peut considérer (szo pour b? assez grand

b2

VAo

b

D’ou le résultat

I1-3.2.b. Les procédés d'approximation de la racine carrée d'une

fraction

Les mathématiciens du XIV® siécle ont énoncé les formules d’Ibn al-Banna et ont utilisé

des exemples pour mieux expliquer les procédés de calcul. Ils ont distingué¢ le cas ou le
numérateur et le dénominateur de la fraction sont des carrés parfaits. Ils ont aussi précis¢ que

dans le cas contraire le calcul se fait en appliquant les procédés d’approximation consacrés
aux entiers. Ils ont aussi évoqué 1’égalité+/ab = a Jb pour justifier la formule d’Ibn al-
Banna.

En ce qui concerne ce dernier cas, al-0Ugbani a démontré les résultats suivants :

Résultats

1- Si deux nombres ne sont pas des carrés leur produit peut étre un carré.

2- Si deux nombres sont tel que ’'un d’eux est un carré 1’autre n’est pas un carré leur

produit n’est pas un carré.

3- Le rapport de deux nombres, dont I’un seulement est un carré, n’est pas un carré.

. . . . . a . :
4- Si le numérateur et le dénominateur d’une fraction 5 o€ sont pas des carrés parfaits
alors deux cas sont possibles :

a- Si (a.b) est un carré alors \/é est rationnel.

b- Si (a.b) n’est pas un carré alors \/% est irrationnel.

Si a est un carré et b n’est pas un carré (resp, a n’est pas un carré et b est un carré) alors

\/é est irrationnel.

Les cas de Iirrationalité de va et de vb ont été exposés par al-Ghurbi aussi.
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II-3.2.c. Les procédés d'approximation de la racine cubique d'un
nombre entier

Parmi les commentateurs du Talkhis dont les écrits nous sont parvenus, seul Ibn

Zakariyya a abordé le calcul de la racine cubique d’un nombre par des méthodes

d’approximation. Son étude contient des €éléments nouveaux par rapport a ce qu’on a déja

expos¢. Ibn Haydur a lui aussi exposé des formules d’approximation de la racine cubique d’un
nombre dans son commentaire au Rafdal-Aijab qu’il a intitulé Tukfat az-rullab wa umniyat al-
hussab fr shark ma ashkala min Rafd al-hijab [La parure des étudiants et le souhait des

calculateurs sur I’explication des difficultés du Rafd al-hijab].

Nous n’allons pas reproduire les formules que nous avons présentées dans les sections

précédentes. Mais, nous exposerons les résultats de notre analyse du texte d’Ibn Zakariyya et

de celui d’Ibn Haydir. Puis, nous présenterons les nouveaux procédés qu’lbn Zakariyya a

énonces.

a- Quelques remarques sur I’étude d’Ibn Zakariyya
Dans son commentaire au Talkhis, Ibn Zakariyya a repris les deux formules d’Ibn
Munfim et a reproduit ses exemples. Mais, il a énoncé la premiére avec la condition

A-n’ S(n +1)3 — A et la deuxiéme avec la condition A-n? >(n +1)3 -A.

I1 a aussi proposé une méthode pour connaitre le cube le plus proche d’un nombre. Nous

la présentons ainsi :

Soient A, n et v des nombres entiers qui vérifient nd< A< (n+1)3 et

((n+1)3 —n3)—1 :

2

V =

Si A—n*<v alors (A—n3)<((n+1)3—A)

Si A=z alors (A-n3)> ((n+1)* - Al

Pour calculer ¥/42, il a utilisé la deuxiéme formule alors que le nombre 42 est plus

3_32_

proche de 3° puisque v= =18 et 42-3%=15. 1l s’est exprimé ainsi « ...Exemple

de cela, si on te disait quarante-deux quel est son cube. Tu trouves [que] le cube le plus
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proche de 42 est plus grand [c’est] 64 ». Ainsi, Ibn Zakariyya n’a pas appliqué les procédés
selon les conditions qu’il a posées mais il a répété les calculs d’Tbn Mundim.

Pour justifier la premiére formule, il a fait référence au Figh al-zisab d’Tbn Mundim et
au dernier chapitre du Kamil d'al-Hassar mais il n’a pas donné des indications sur la

démonstration de chacun. Il a aussi signalé que les deux formules ont été justifiées par 0Abd

al-Haqq Ibn Tabhir.

b- Une remarque sur I’étude d’Ibn Haydar
Ibn Haydir a énoncé les deux formules d’Ibn al-Banna dans son commentaire au Rafd

al-Aijab. 11 a aussi reprit son raisonnement mais il n’a donné aucune justification.
Quant a la notion qui consiste a négliger les quantités positives plus petites que 1’unité,

elle a été explicitée a travers I’exemple suivant : 310 , ainsi que les autres étapes de ce calcul.

Formule 1

[3Ab3J
%/KzT

ou bien

VA - i ab3
b

Ces deux formules ont été énoncées par Ibn Zakariyya dans le but d’affiner
I’approximation obtenue en appliquant les formules d’Tbn Mundim.
Aucun mathématicien de 1’Occident dont les €crits nous sont parvenus n’a évoqué ces
formules. Concernant la premicre expression, Ibn Zakariyya a précisé que sa formulation est
%/_2
semblable a celle de 1’approximation de la racine carrée qui est : A= AD .

b

Mais, pour la deuxiéme expression nous n’avons pas trouvé dans les textes que nous

avons analysés ’idée d’attribuer au numérateur le nombre [3\/ A.bﬂ , obtenu par 1’algorithme

d’extraction de la racine cubique. Par contre, ce principe a été utilisé par les mathématiciens

de 1’Orient musulman.

Ibn Zakariyya a aussi certifié que les résultats obtenus par ce calcul sont plus précis si b

est choisi trés grand mais il n’a pas donné de preuve.

Nous signalons que la valeur obtenue par la deuxiéme expression est par défaut car :

ot | <V
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Pour la premicre expression, la nature de la valeur dépend de la formule utilisée pour le calcul

du numérateur.

II-3.2.d. Les procédés d'approximation de la racine cubique d’une

fraction

Formule 1

%

Sia et bsontdes cubes parfaits alors 3\/§ =—

b
3\/ ab?

b

. . a
Sia et bne sont pas des cubes parfaits alors 3\/5 =

Ibn Zakariyya a énoncé les deux expressions et a signalé qu’elles sont semblables aux
formules d’approximation de la racine carrée d’une fraction.
Au début de son exposé, il a précisé que la premicre expression s’applique aussi dans le

cas ou a et b ne sont pas des cubes parfaits. Mais, dans les exemples qu’il a traités, il a bien

distingué les différents cas.

Il a, également, précisé que la preuve du procédé est évidente. En effet,

%/ab2 :%/abz _ i/ab2 a

= 3=
b 3/p3

b3 b

I1-4. Les procédés d’approximation dans certains ouvrages du XIV®
X V¢ et XIXC siécles

Dans cette section, nous allons nous intéresser aux procédés d’approximation qui ont été

énoncés dans des ouvrages qui ne sont pas des commentaires aux €crits d’Ibn al-Banna et qui
nous sont parvenus.

Le premier a été rédigé au XIV® siécle par al-Qatrawani et s’intitule Rashf ar-rudab min
thughar admal al-Aisab [Succion du nectar des bouches des opérations du calcul]. Des études

récentes ont signalé 1I’importance de cet écrit qui réside particulierement dans un de ses grands

chapitres qui est consacré aux polyndmes.

Yabish Ibn lbrahim al-Amawi al-Andalusi (XIV® s.) a consacré une section de son

ouvrage intitulé Marasim al-intisab fr madalim al-hisab [Les honneurs de I’affiliation sur les
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signes du calcul] au calcul de la racine carrée et de la racine cubique d’un nombre. Les
formules qu’il a proposées se distinguent de celles connues en Orient musulman. Certaines

sont celles qui sont connues en Occident. Les autres pourraient étre issues du raisonnement
qui a été établi par Ibn al-Banna.

Le troisiéme ouvrage que nous évoquons dans cette section a été écrit au XV° siécle par

al-Qalasadi (m. 1486) et qui est intitulé Ghunyat dhawi I-albab.
Dans cet ouvrage, al-Qalasadi a exposé les formules d’approximation d’Ibn al-Banna en

utilisant une terminologie différente.

Le quatriéme ouvrage, que nous avons utilisé dans notre étude, a été rédigé au XIX°®

siécle par Muhammad Ibn Yasuf at-Tfayyesh. Il est intitulé Shar al-Qalasadr [Commentaire
(au livre) d’al-Qalasadi]. L’auteur a précisé que le titre de ’ouvrage d’al-Qalasadi, qui a fait
I’objet de son étude, est Kashf al-‘asrar dan dlm huraf al-ghubar [Révélation des secrets
relatifs & la science des chiffres de poussicre]. Il a aussi signalé qu’il existe plusieurs titres
d’ouvrages qui sont attribués a al-Qalasadi comme Kashf al-jilbab dan dlm al-aisab [Le

dévoilement du la tunique de la science du calcul].
Dans cette section, nous allons présenter les procédés d’approximation contenus dans

ces ouvrages en commentant la terminologie utilisée.

I1-4.1. Les formules d’approximation de la racine carrée d’un nombre
entier

Soit A le nombre dont on cherche la racine : A=n® +r.

Formule 1

Si r<n alors \/Kzn+%
JAxn+ min((r +1),(2n +2))

Si 1
boren e max((r +1),(2n +2))

Cette formule exprime le procédé qui a été exposé dans le Talkhzs d’Tbn al-Banna. Elle a

¢été énoncée dans les ouvrages que nous avons cités excepté celui d’al-Amawi. Les auteurs de

ces écrits n’ont pas précisé 1’origine du procédé. Nous signalons aussi que dans son

commentaire au Talkhis, al-Qalasadi n’a pas utilisé cette formulation.
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Al-Misrati a évoqué cette terminologie®'’ ainsi qu’Ibn Zakariyya. Ce dernier a précisé

que le dénominateur du rapport est toujours €gal au double de la racine exacte augmenté de

un. Cette précision peut étre explicitée ainsi :

\/Kszr r+12 Si r+1<2n+2

Si r+1>2n+2

Si r+1>2n+2alors r>2n+1 et A>(n+1).

Mais, comme n? <A <(n+1)2 alors la seule expression envisageable

r+1
2n+2

est\/xzn+

L’absence de cette terminologie dans les autres écrits maghrébins du XIV® siécle nous

permet de supposer qu’elle a peut étre été utilisée dans la tradition d’al-Andalus. En tout cas,

il est certain qu’elle a été transmise au mathématicien du XIX® siécle Muhammad Ibn ytisuf
at-Tfayyash par al-Qalasadi. Cependant, nous ne savons pas expliquer la présence de cette
formulation dans 1’écrit d’al-Qatrawant.

At-Tfayyash a repris I’étude d’Ibn al-Banna avec ses preuves et ses remarques. Il a aussi
exposé I’énoncé de la formule 2 de la section précédente qui a été énoncée par al-Ghurbi.

En Orient, nous avons déja signalé qu’au XIV® siécle Ibn al-Majdr a utilisé le procédé
d’approximation d’Ibn al-Banna. Mais, Ya0ish Ibn Ibrahim al-Amawi a repris 1’énoncé des
deux formules qu’Ibn Mundim, al-Hassar et Ibn al-Yasamin ont exposées dans leurs ouvrages.

Il a aussi formulé celui d’Ibn al-Banna mais d’une maniere plus simplifiée en s’exprimant

ainsi « Et lorsque le numérateur de la fraction [c’est a dire (A— nz)], dans le cas ou le carré

le plus proche de A est n?, est supérieur ou égale & la moitié de son dénominateur [c'est-a-
dire n] alors rajoute un au numérateur et deux au dénominateur ce que tu obtiens est la

racine »>%°.

219 AI-MISRATT : Al-Lubab f7 talkhis adnal al-kisab, op. cit., p. 163.
220 AL-AMAWTI : Marasim al-intisab, op. cit., p. 54.
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Al-Amawi n’a pas donné des précisions sur les deux procédés. Il n’a pas aussi utilisé

des exemples pour les expliciter™'.

Formule 2

2 24

Si n? , M” sont deux nombres carrés tel que An?=m?+1 ou bien An’=m

alors :

\/—~ An2 + m2
2nm

Cette formule a été énoncée par al-Qatrawani (XIV® s.) qui n’a donné aucune indication

sur son origine. Il a, seulement, précisé que I’erreur commise vaut exactement €= 5 5
2°n“m

mais sans le prouver.
Aucun ouvrage parmi ceux que nous avons consultés ne contient ce type de procédé
d’approximation.

La nature de I’erreur peut étre déterminée comme suit :

2, .2
An< +m
\/Kz—Jr avec An2=m211
2nm
om241)
m )
s 2 T: si An?=m? +1
C'est-a-dire : An—+m =
2nm m? 1)’
_— si Anf=m?-1
2mn
2 ) 4 2 2(.2
Dol 2m +1|  4m’ £4m”+1  4m“{m i1+ 1 A4 1
2mn 22m2n? 4m?n? 22m?Zn? 22m2n2

L’erreur commise est alors par exces et vaut e= comme I’a précisé al-

22n%m?
Qatrawant.
Pour expliciter les étapes de ce procédé d’approximation, al-Qatrawani s’est proposé de

calculer+/3 . Dans ses calculs, il a utilisé des termes bien précis pour désigner le numérateur et

le dénominateur de la fraction. Il s’est exprimé comme suit : « ...ceci est [la valeur]

22I_Dans son édition, Saidan a signalé que ces procédés sont différents de ceux connus en Orient mais il n’a fait
aucun lien avec la tradition de I’Occident musulman. Voir AL-AMAWT : Margsim al-intisab, op. cit., pp. 94-
95.
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améliorée d’apreés notre terminologie et tu peux I’appeler comme tu veux » pour indiquer le
numérateur de la fraction. Il a ajouté «...et ceci est forigine d’aprés notre terminologie
aussi » pour désigner le dénominateur®**.

L’analyse du texte permet d’identifier la notion de la moyenne si on écrit le rapport

2 2
. An“+m An m ) m ) ,
comme suit 2—=%(—+—]. Puis, en posantv A = —, qui est la valeur approchée
nm m n n

obtenue par une des formules précédentes, nous pouvons  déduire que

2 2

An®+m m o . [ 1 n

=~ L JA+—| en utilisant d’autres résultats comme,|— = — ~ —, dont I"usage
2nm 2 n A JA m

est fréquent dans les textes que nous avons analysés. Ainsi I’appellation de moyenne® serait

An2 2

T . +m
attribuée au rapport entier
2nm

I1 est possible aussi de traduire le mot al-mudaddal qu’ al-Qatrawani a utilisé par « (la

valeur ou le terme) corrigé » ou « (la valeur ou le terme) rectifi¢ » ou méme « (la valeur)

améliorée (du nombre A ) »*2* car d’aprés les calculs d’al-Qatrawan le principe du procédé
.m e s oy
repose sur la fraction— , obtenue par un des procédés d’approximations.
n

L’élément qui pourrait confirmer cette lecture est la signification du mot « al-asl », utilisé

aussi par al-Qatrawani pour nommer le dénominateur. Cette appellation traduit bien le sens

d’origine, qui pourrait étre attribué a la fraction initiale —. Il n y a aucune autre indication
n

qui pourrait aider a connaitre 1’origine de ce procédé¢ ou a le justifier. Nous avons vérifié la

concordance entre la terminologie d’al-Qatrawani et notre interprétation sur des exemples

comme~/7 ,~/8 .... Mais, on ne peut pas le vérifier dans le cas général.

2
. [2 r2n“+r
En effet, pour la formule suivante V> +r ~ n+ 2—:2— , nous avons :
n n

(n2 + I’X4n2 ) = (2n2 + r)z —r?. Ainsi, pour que la condition soit satisfaite il faut poser r = 1.

222_ Les deux expressions d’al-Qatrawani sont : « hadha huwa al-mudaddal iszilzhan minng wa laka an tusammih
kayfa shi’t » et « wa hadha al-asl iszilakan minna aydan » .

23_ Le terme « al-mudaddal » a été traduit par « moyenne » dans I’étude de D. Lamrabet. Voir LAMRABET,
D.: Les mathématiques maghrébines au Moyen-age, Traduction de manuscrits inédits. Motivations
pédagogiques de leur étude actuelle, Mémoire de post-graduat en didactique des mathématiques, Bruxelles,
Université libre de Bruxelles, 1981, p. 57bis.

24 _ Cette explication est fondée sur I’exemple, qui a été traité par al-Qatrawan.
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Par conséquent, le procédé s’appliquerait pour tous nombre A qui s’écrit A= n?+1.

r+<1 2n*+2n+r+1
Pour la formule Vn? +r ~ n+ = , ous avons :
2n+2 2n+2

(n2 + rXZn +2) =4n* +8n® +4n? +4rn” + 8nr + 4r

(2n2 +2n+ r+1)2 =4n* +8n® +4n* +4nr +4n” +4nr +4n+(r +1)

Par conséquent, le procédé s’appliquerait pour tout nombre A=n’+r qui vérifit
2
Al2n+2) = (2n2 £2n+r +1j +1 clest-a-dire (r—n)4n+4)=(r+12+1 avec r >n.
Nous signalons qu’al-Qatrawani a précisé qu’il est possible d’affiner I’approximation en

choisissant des nombres carrés n> ,m2 trés grands. Il n’a pas indiqué la maniére de les

trouver mais il a montré a travers le seul exemple qu’il a traité, /3, comment ce choix
pourrait donner une meilleure précision.

Il est trés probable qu’il ait procédé a des tests pour déterminer les nombres carrés qu’il
a proposeés.

2 2

A cela, nous ajoutons qu’il n’est pas facile de déterminer les nombres carrés n“ et m

lorsque le nombre A est trés grand.

Nous concluons que ce type d’approximation était connu a 1’époque d’al-Qatrawani.

L’absence d’une méthode générale pour déterminer les nombres m et n aurait peut étre été la
raison pour laquelle il n’a pas été énoncé dans les ouvrages du XIV® siécle qui sont

aujourd’hui accessibles.

I1-4.2. Les formules d’approximation de la racine carrée d’une

fraction

Formule

la _vac _c
b m m'
avec ch=m? et c'~ Jac

Cette formule a été énoncée par al-Qatrawani qui a précisé que le choix du nombre C est

tel que (c.b) soit un carré.
11 a aussi énoncé d’autres formules et a présenté des exemples pour distinguer les cas de

I’irrationalité du numérateur et du dénominateur. La méme présentation a ¢été donnée par al-

Qalasadt et at-Tfayyash.
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Al-Qatrawani a aussi expos¢ la formule qu’lbn Munfim avait ¢énoncée

. Il a aussi précisé que si le carré par lequel on multiplie la fraction est grand

[ AR2
ainsi : A =ATb
alors la valeur, calculée par cette formule, sera plus précise.

I1-3.3. Les formules d’approximation de la racine cubique d’un
nombre entier

Al-Qatrawani a énoncé les formules d’Ibn Mundim et il les a appliqué pour calculer

3/50 . 11 a utilisé la terminologie suivante pour les dénominateurs des fractions et les rapports

qui interviennent dans les deux expressions :

(3n+1) et 3(n+1)-1 sontappelés les dénominateurs™.

A-n’ . (n+1) - A

e sont appelés les racines.
3n+1 3(n+1)-1 PP

3n? 2V

et ————— sont appelés I’exces.
3n+1 3(n+1)-1 PP

Nous n’avons aucune idée sur 1’origine de cette terminologie ni Ibn Mundim ni Ibn
Zakariyya ne ’ont signalée. De plus, aucun indice n’a été donné par al-Qatrawani pour
expliquer le choix de cette appellation. Seul le terme al-’imam coincide avec sa nature de

dénominateur. Mais sachant qu’al-Qatrawani est d’origine egyptienne, cette terminologie

pourrait étre rattachée aux pratiques calculatoires du Caire, au XIV® siécle.

Les résultats des calculs d’al-Qatrawani sont :

AV50~3+5+ %(%)+ %(% (%)), en appligant la premiére formule. Il a ensuite trouvé :

CIESETIIIT) I SN
Ce qui prouve que cette valeur est par défaut.

Ensuite, il a calculé une autre valeur a travers la deuxiéme formule :

TR TN F P ———
50 3+11+7 TIARACAT . Et, il a poursuit ses calculs ainsi :

¥ _ La terminologie utilisée dans le texte est la suivante : al-’imam pour le dénominateur, al-’asl pour la racine

et al-fadla pour I’exces.
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EERSTIRRTIE SIS RTINSO

BB REGG -2 GGG R D GG BB RER E)
La deuxiéme valeur est alors par exces. Puis, il a proposé la formule suivante pour

affiner ’approximation.

Formule 2

YA itXe
2

Avec

n2 2 3 n2
Xl_n+\/£%(33n+1B +§n+1 _%[33n+1J
(3e2 ) | (30012 ) (1) - A
K =(n+1)- A[3(n+1)—1}_\/{é[3(n+1)—1j - 3(n+1)—1}

Al-Qatrawani a exprimé le principe de la moyenne arithmétique dans le but de

minimiser les erreurs commises en utilisant les deux formules d’Ibn Mundim. Il a utilisé
I’expression de « affinement de I’approximation » pour nommer ce procédé d’approximation.

Les résultats suivants montrent la précision de la nouvelle valeur obtenue par ce procédé

X =30+ )=3+ o A0+ 15 )+ 20 )+ 2R G- LR E )

10 \11
(o =49+ 38R 0 SG GG EM+ 33+ 3o )+ 3 )
%(%(85.& 1y D * %(72.8;(1 1y j * %( 73.8;(1 1) ) - %(m)

Et

Si (A—n3)< ((n+1)3 —A) alors YA ~n+ A3—n
n

1 —n)>{(n+1) - alors /A ~ (n+ _(n+1)3—A
S (A )(( ! A) fors YA~ (n+1) 3(n+1)?

Cette formule a été énoncée par Yalish Ibn Ibrahim al-Amawi mais sans aucune
justification. Nous signalons aussi qu’il n’a pas utilis¢ d'exemples pour expliciter les étapes de
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ce calcul ou pour vérifier I’efficacité du procédé. Dans son exposé, il n’a fait aucune allusion

aux erreurs commises a travers ce procédé ou a travers ceux de la racine carrée.

Nous avons déja signalé qu’al-Amaw1 connaissait les procédés d’approximation d’Ibn
al-Banna du moins ceux de la racine carrée. Aussi, nous pouvons utiliser le raisonnement

d’Ibn al-Banna pour justifier ce procédé d’approximation.

Pour le premier cas, on pose JA=n+x avec 0<x<1l . Ainsi

A=(n+x)* =n +3n2x+3nx? + x°.
On néglige les termes en X dont la puissance est supérieure ou égale a deux et on

A—n3

3n2

obtient: A-n’~3n?x.D’ou X~
Le deuxieme cas peut étre traité de la méme manicere c'est-a-dire en posant
YA = (n+1)—x avec 0 <x<1.
On obtient ainsi A= (n+1)* =3(n+1x+3(n+1)x> —x>.

Puis, en considérant x> ~0 et x> ~0 onaura sz.
3(n+1)
Il est trés probable qu’al-Amawi ait lui-méme formulé le procédé en s’inspirant
seulement du raisonnement d’Ibn al-Banna. Mais, cette hypothése suppose qu’il avait
connaissance du contenu du Rafd al-kijab. Nous n’écartons pas aussi la possibilité que ce

procédé ait été connu dans la tradition d’al-Andalus bien qu’Ibn Zakariyya ne 1’a pas cité.

L’erreur commise est par exces car :

3 2 3
A-n’ 3 2 A-n3 A-n’ A-n’
n+ 2 =n~ +3n 2 +3n 2 + >
3n 3n 3n 3n
3 2 3
. A-n3 A-n3 A-n3
Ainsi, | N+ 5 =A+|3n 5 5
3n 3n 3n

Pour la deuxiéme expression, nous avons :

3 2 3
(h+17°-A :A+3m+1(mnP—A [+ -A

o) 3(n+1)? 3(n+1)? 3(n+1)?
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Avec :

Tt %w}z _(wf _ {(n i A_T(3(n o) (e A_J 20

3(n+1) 3(n+1) 3(n+1) 3(n+1)

Nous signalons aussi qu’al-Amawi n’a pas utilis¢ 1’idée d’itérer le procédé. Nous

pouvons vérifier qu'on peut retrouver les valeurs qu’il a proposées a partir de la suite

X

récurrente suivante : .

(Xn—l)3 -A
3(Xn-1 )2

Effectivement, si on pose X =N on obtient la valeur suivante

Xn+1 = Xp-1 —

_n3—A:3n3+(A—n3):n+A—n3 '

X2 =N
3n2 3n2 3n2

3
Sion pose X| = (n + 1) on obtient X, = (n + 1)_M.
3(n+1)
Au XV° siécle, al-Qalasadi n’a pas abordé le calcul de la racine cubique d’un nombre.

Mais, le commentateur d’un de ses ouvrages, Muhammad Ibn yusuf at- Tfayyash, a exposé le

procédé d’approximation de la racine cubique d’Ibn al-Banna. Nous avons déja signalé qu’il a

aussi repris 1’étude de ce dernier sur la racine carrée, il a méme reproduit tout un paragrahe

du Rafdal-Aijab. Mais, il n’a pas mentionné le nom d’Ibn al-Banna ni le titre de son ouvrage.

Pour le calcul de la racine cubique, at- Tfayyash a reproduit le texte d’Ibn Haydur. Il a repris

I’exemple que ce dernier a proposé et il a utilisé le symbolisme algébrique du XIV*® siécle

pour écrire I’équation quadratique a laquelle il a aboutit.

I1-4.4. Les procédés d’approximation de la racine cubique d’une

fraction

Formule 4

ﬁzsfa_k:@
b Vbk bk
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Cette formule a été énoncée par al-Qatrawani en précisant que K est tel que (bk) soit un

cube parfait.

Il a aussi distingué le cas ou a et b sont des cubes parfaits pour lequel il a proposé de

3
procéder ainsi %/E :ﬁ.
b b
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ANALYSE MATHEMATIQUE

Chapitre sur ’extraction de la racine carrée [d’un nombre qui n’est pas un carré
parfait] par approximation

[Exemple 1]

V52

1 1
V5=v2Z i1 x21—=24—
22 74

2
Avec | 2+ 1 =5+ 111
4 2\8
) \ 11
L’erreur est par exces et vaut Sl )

[Proposition 1
Soit A le nombre dont cherche la racine. Il est encadré par deux nombres carrés

consécutifs n?, (n+ 1)2.
A-n?

Si A—n2<(n+1)2—A alors VA~ n+ ]

[Remarque]
Pour obtenir une valeur plus précise [dans 1’exemple précédent, on continue ainsi] :

[ 50) SERIERIE

L 0 s sl
2(2+j
4
Et 2+E+l 1 :5+l 11l .
9 8\9 8181919
[L’erreur est par exceés] mais si on veut une meilleure approximation on continue ains :
171 1(1j
2 1(1 8181919
978l 2 1(1))
2 2++[]
9 8\9

9 8
[Proposition 2




C’est une deuxiéme valeur approchée de VA qui vérifie

2 2
A—n? A-n?
=/ N+ -A.
2n 2n
Si on pose X; la premiere approximation et X,la deuxiéme approximation alors la

x22 -A
2X,

troisiéme peut étre calculée ainsi : X3 =X, —

1.

[Exemple 2]

J10?
1 1
J10=432 +1 ~3+—=3+—
23 6

On peut aussi procéder ainsi :

B 10) 2(10l10

6 11

31+ —+ | —

Jig_10.100 7 10 2(10) 3+L+£(1j 1(1(1}}
V100 V100 10 10 '

Cette deuxieme valeur est plus précise que la précédente. [D’ou la proposition suivante :

[Proposition 3

vV Ab? est calculée par approximation car (A.bz) n’est pas un carré parfait]

[Exemple 3]

V152

1 7
JI5=A/4> -1 v 4—-—=3+_.
24 8

[Proposition 4

(n+1*-A

Si A—n2>(n+1)2—A alors \/Kz(n—i-l)— 2n+1)

]

[Exemple 4]

V202

Dans ce cas, nous avons [25—20=5 et 20—16=4] et le nombre 20 est considéré
comme une moyenne entre les deux carrés qui se succédent 25 et 16.

4 1 5
J20rd+——=44—=5-"
2.4 2 2.5
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[Proposition 4

2 2
Si A=[%(n2 +(n+1)2)} alors YA~n + A;n =(n+1)_w]

[Exemple 5]

J2+l?
2
3+1
/2+1_F_«/5.2_\/ﬁ~ 6
2 2 2 2 2

[Proposition 5

_l’_
| W
+
N |~

9

Si (a.b) n’est pas un carré parfait alors va.b sera calculé par approximation].

[Exemple 6]

J2+l?
2
5 1
ro5 127 o %5 3 i
24 —=,|== = ~ =l+—+—| =
2 2 436 6 6 6 2\6

[Proposition 6

[Exemple 7]

2+l?
V 2

1 10 1036 /360

2+—: = =
2 2 2.6 12

Pour déterminer la valeur du numérateur on utilise les procédés d’approximation déja
cités

[Proposition 7

[F\/T
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[Exemple 8]
[
3
1 1
—1.36 L
ﬁ_ (sj 2 Pty
3 6 6 6

[Proposition 8

3
=+
6

1
2

2
Oubien:\/Iz [lj +l(1]zl+
3 2 2(6) 2

1
2
2

g
£

[Exemple 9]
L
4
I3 1
= |16 4
\E_ (4] iz 3t
4 4 4 4

[Exemple 10]
2
7
I3 3
— 49 2
ﬁ_ (7) Vs
7 7 7

7

7
8

4

7

3

5

£

J

5
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I1I- 1. 2. Edition et analyse mathématique d'une section du
Figh al-Aisab d'Ibn Munfim
Ms. Rabat, B.G, n°416Q
ff. 410-417
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ANALYSE MATHEMATIQUE

L’art de I’extraction des racines [carrée] et cubique par approximation

[Remarque 1]
Sache qu’il y a plusieurs nombres rationnels qui n'admettent pas de racine [carrée

exacte]. Le nombre 10 [par exemple] n'admet pas de racine [carrée exacte].
En effet, supposons que 10 admettait une racine. Elle vérifiera 3 < J10 < 4. Or, il

n'existe pas de nombres entiers entre les nombres 3 et 4 [par conséquent /10 n’est pas un
nombre entier].

10 pourrait admettre une racine fractionnaire qui s'écrit /10 =3 +£ [avec p et ( premiers

entre eux]. Mais ce cas n'est pas possible.

Preuve de cela
[Posons V10 = 3+£ ]
q

2
3+ P_ 34+ P , avec ( ne divisant pas (3q + p) et M =10.

q q q

Dans ce cas, q2 diviserait (3q + p)z.

q diviserait aussi (3q + p), ce qui est absurde.
Ainsi, 10 n'admet pas de racine [carrée exacte].

[Remarque 2]
De la méme maniére, nous prouvons que [le nombre 10 n'admet pas de racine] cubique

[exacte].
En effet, si nous supposons que 10 admet une racine cubique on aura :

u . . u 2v+u .
10 = 2+—= [u et v des entiers premiers entre eux] et 2+— = avec V ne divisant
v v v
- (v +u)
pas (2v+u) et aussi — = 10
Vv

Ainsi V2 diviserait (2v + u)3 . Par conséquent, Vv diviserait (2v+U) ce qui est absurde.

[Calcul de l1a] racine [carrée d’un nombre non carré]
[Proposition 1]

[Pour] tout nombre non carré A, on a : n? <A < (n + 1)2 et :

(h+17 - A

2(n +1) )

Si (A—n2)> ((n+1)2 —A) alors VA ~ (n +1) -

A-n
2n

Si (A—n2)<((n+1)2 —A) alors VA = n+ )

156



Preuve

Soient AC le nombre dont on veut calculer la racine et AB le carré le plus proche de
AC.

Posons :

AB=KR? |, B—C=RI et RI’=AT
2.KR

Je dis alors que Kl est la racine carrée approchée de AC. L’erreur commise par ce calcul est
RIZ.

[En effet,]

KR.(2.RI)=BC et RI’=AT et KR’=AB

D’ou KI*=[(KR + RI)> = KR? + 2KR.RI + RI*] = TC = AC + RI*.
C'est ce que nous voulions démontrer.

[Remarque 3]
Pour obtenir une meilleure approximation il suffit de choisir le carré [AB] un nombre
fractionnaire qui soit trés proche du nombre [dont on veut calculer la racine].

Exemple
V20 =2

[En appliquant la formule (2) de la proposition 1 on trouve] le carré le plus proche de 20
est égal a :

(204+1) = (4+1F.
20+1)-20
e B ) = gt
2
20 - 4244)

(4 + % + % (%))2 =20+ % (é (é (%))) est plus proche [du nombre 20] que (20 + %) )

On peut prendre un autre nombre carré plus proche comme [4+§+%(%) par exemple]

et appliquer la méme formule afin d’obtenir une valeur plus précise.

Probléeme

V14 2
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2
Ona 14=16-2 dou 14 ~4-4-14

2.6
32 oty

[Proposition 2]

Jr -t

b

[Remarque 4]

Si A est un nombre fractionnaire on choisit b? tel que (A.b2 ) soit un nombre entier.

[Si on pose A=%] on choisit b? =D?.

Probléme

L{l)=»9
g 2%/ ¢

) 3.16+7.2+1 _ 63
28 28

1 (1
Nous avons  3+Z g += o \g

En appliquant la proposition 1, on calcule \/ 63 .(2.8) = /1008 . Ainsi on aura :

L _ 41008
\/3+ 2 8 28

Car 63(5(3)) = 1008, (1L (1))) o I — \froos(L (L (L))

L’extraction des racines cubiques [des nombres non cubes] *

[Remarque 5]
Les nombres cubes consécutifs sont 1, 8, 27, 64...°. Il n'existe pas de nombres cubes
entre deux cubes consécutifs car les racines des nombres cubes consécutifs s'excedent de un.

35 n'est pas un nombre cube
En effet, si le nombre 35 admettait une racine cubique nous aurons :

3<335<4,oriln y a pas d'entiers entre 3 et 4.

Si on pose 3/35=3 +% , hous prouverons comme pour la racine carrée de dix que ce cas

est impossible.

Probléeme

370 =2

3. L’auteur a précisé qu’il faudrait choisir b~ tres grand.

4 e N , . , . . .

- L’auteur a intitulé cette deuxiéme étude comme suit: Sur I’extraction des racines cubiques [des nombres] sourds par
approximation.

5- Les nombres cubes consécutifs sont : n®,(n+1f,(n+2).... Pour N=1 nous retrouvons la suite des cubes
énoncés dans le texte.
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[Proposition 3]°
[Pour tout nombre non cube A nous avons h°> < A< (n+ 1)3 et

2 3
3x 1( 3n2 A-n"  1( 3n2
YA~ ”+\/(2(3n+1jj T30+ 2(3n+1) |

Preuve
Soient 70= AH=AB + BH =64 + 6 avec AB=KI®=4? et posons KS = 3/AH

KS? =KI3 +15°% +3KI12.1S +3KI.1S? . Formule déja prouvée.
Ona 3KI% =48 , 3KI =12 par conséquent KS? = AH =KI> +481S +121S? + 1S
AH — KI® = BH = 1S® +48IS+121S% =6

Posons 1S3 ~ IS? alors BH = (3KI +1)IS2 +3KI2.IS

Vo s . 2 2
[D'ou I'équation] IS +33}5'+1.|S = 35:-'“ (H

Dans le cas de I'exemple traité nous aurons : IS 24 % IS = %:%

3K on obtient IS®+1S.SR=-BH_ et 1S? +IS.SR=1S.IR

En posant SR= 27— 3Kl 41

En posant F le milieu du segment SR auquel est rajouté le segment IS, nous aurons :

[diaprés (EIL6)] (SR+1S)IS+(R) = (115 et (SR+IS)IS|E5BH- |- &

on (SR )2_ BH (ﬁ)2 _6 (3)2_ u i(L)
D'ou (2 +1S _|:3KI+1+ 2 _13+ 2 _3+13+13 13/°

En appliquant les regles d'approximation de la racine carrée on obtient une
valeur approximative de la quantité IS :

_ |_BH sRY? _ (sr) _ .| BH l(SKIZ)z_l(_%KIZ)
IS =+3¢157 * (2) (2 ){_\/3KI+1+2\3KI+1 2 3KI+1

* L’énoncé de la proposition ainsi que la preuve ont été formulées a partir de I’exemple qui a été traité c'est-a-
dire le calcul de /70 .
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o5 )- 0+ 13)= 5+ )+

5 )

~1.l12 L(L)
IS~1+13+10 3+

[VAEN

[ _3 .
Dot KS =Y/AH =4+ +3(L)+

[YEN

[Remarque 6]
[Deux erreurs sont commises a travers ce procéd¢] : la premiére au niveau de 1’étape ou

nous avons utilisé 15>~ 1S2. La deuxiéme lors du calcul de la racine [carrée du nombre

BH SRV Vg . , .
(3K|+1 + (7) )]— IF qui n'est pas un carré parfait.

Probléme

42 =2

[Proposition 4

%z(nﬂ)_ %[3(L1)21]_ %[ 3(n+1)2 ]2_(n+1)3_A

3(n+1)- 3(n+1)-1 3(n+1)-1

[Preuve]

Soient W1 =364 [=(n+1)]=4 et WR =342 | ¥A|*

Nous avons alors: W12 +RI%—2WI.RI =WR? [:(Wl ~RIP=(n+ 1)—q)2J

Nous posons : WI2=LF et RIZ=LK d'ou KF =WI? +RI?Z.

Et, HF =IR(2IW) d'oi KH=WR?

WR.KH =WR* =42[= A] et WI.KF =WI(LF +LK)=WI.LF +WI.LK
WI.KF =64+ IR%.IW =64 +4IR °.

RI.LHF =RI%(2IW)=8IR? et WI.KF +RI.HF =64+12IR* '°.

>~ La preuve ainsi que la formulation de la proposition 4 ont été énoncées a partir de I’exemple traité c'est-a-dire
le calcul de 3/42 .

6 - L'auteur s’est proposé de calculer par étapes Az((n + l)—q) 3 apres avoir pose : A = (n + 1)— g =WR. Pour
cela, il a commencé par : ((n + l)—q)2 =(n + 1)2 +q° - q(2(n + 1))

? - Dans cette deuxiéme étape, il a calculé (n + 1)((n + 1)2 +q° ): (n+ 1)3 + (n + l)q2
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Par conséquent, 64+12I1R? =42 +WI.HF + IRKF .

WI.HF =4(IR.8)=32IR et IRLK=IR?

Dot IR? +48IR=12IR?+22...... (1)

Enposant IR ~IR?, ['équation (1)] se raménea 11IR>+22=48IR .....(2)

(2) se ramene elle aussi apres division par le nombre 11 a IR? +2= (4 + )IR L)

Onpose RT =4+ et on vérifie que IRRT =IR* +IT.IR.

Par conséquent, IR.IT =2
Soit D le milieu de RT qui vérifieRD=2+ X et RD?=4+3% 4 i(i).

[D'apres (E, I, 5) nous avons : ]

RD?-RLIT=ID>=2+8+4 (L) ot ID=1+7+2(L)+L((L).

On a également RD —ID=RI li g+%(é(ﬁ))

Dot WR=WI —RI =4-RI =3+ 424 L(L(L))

[Remarque 7]
En appliquant ce procédé d'approximation nous aurons commis deux erreurs : la

premiére au niveau de [’utilisation de IR®~IR? et la seconde lors de la résolution de
1'équation du second degré.

[Proposition 5]

Il faudrait choisir (kb) assez grand pour avoir une meilleure précision de la valeur [du

nombre i/% .

10 Dans cette troisiéme étape l'auteur a calculé (n + 1)3 + 3(n + 1).q2 .

"' . Comme dans le cas précédent, l'auteur n'a pas utilisé directement la formule du bindme

(a - b)3 =a3 —3a2b+3ab2 —b3 mais il a appliqué 1’égalité (a - b)3 =(a - b)2 (a - b) c'est a dire

a(a2 +b2)+2ab2 =(a—b)3 +2a2b+b(a2 +b2) .
12 _ A cette étape, l'auteur a remarqué que IR vérifie IR? < (4+ 141)

- Pour résoudre 1'équation du second degré (3), l'auteur s’est référé au livre Il d'Euclide et plus précisément
(E,IL,5) mais sans le mentionner.
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Exemple
350 +3?

Ona 64 =4° = (2.2)3, 2 étant le dénominateur de la fraction.

Hs0+1)64 = 33232 ~ 14+ et 3f50+1 = 14: —3+541(1)
Vérification
Beg 4G =40+3+36)3GEITHERN+ 1 REER))

2, , L
Le nombre 50 — (3 + g + %(%)) représente 1'erreur de cette approximation

Preuve [de la proposition 5]
[Elle est basée sur l'exemple suivant:]

\/7+7+

T+L+2 (l)=ﬁ . Par conséquent,

10 " 3\10/7103

P 7 a1 ¥233.10%3 a_ab?

T+ Lyl l)=2220 7 2 car —=— et
10~ 3 M0 10.3 b b3
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ANALYSE MATHEMATIQUE

[Le calcul de la racine carrée d’un nombre par des procédes d’approximation]

[Lemme 1
La racine carrée d’un nombre qui n’est pas un carré parfait ne peut étre déterminée que
par approximation. |

Preuve de cela :
1- La valeur exacte du nombre +/10 n’est pas connue [dans I’ensemble des entiers].

Effectivement 3 < /10 <4 etiln y a pas de nombres [entiers] entre 3 et 4 puisqu’ils
sont consécutifs.

2- Si nous supposons que +/10 peut s’écrire comme la somme d’un entier et d’un

P

nombre fraction: /10 =3+— [avec p et  des entiers premiers entre eux qui vérifient
q
p<q;q#0]

2
Comme \/1_ = 3QT+p alors 10 = w
q

D’ou q2 diviserait (3q + p)2
Mais q ne divise pas (3q + p). La valeur de +/10 n’est pas un nombre fractionnaire.

Par conséquent, 410 n’admet pas une valeur exacte.

[Lemme 2]

1- Pour tout nombre non carré A il existe un entier n qui vérifie n2<A <(n+ 1)2 .
Exemple

Pour A=6 nous avons 22 <6 <32

2- Si az, b2 sont deux nombres carrés consécutifs alors |a—b|=1

Exemple
Jo-Va=1.
b?-a’=2a+1
3- Si az, b? sont deux nombres carrés consécutifs (b2 > a2) alors 1b% —aZ=2b-1
b?-a’=b+a
, .., , . 2 2 .2
Ces égalités découlent du fait que b —(a+1) =a” +2a+l

[Proposition 1]

Pour tout nombre non carré A il existe un entier N qui vérifie n2<A <(n+ 1)2 [d’apres
lemme 2].
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1- Sinous posons r=A- n? nous aurons le résultat suivant :
r

r<n = \/Kzn+2—
n

Exemple

V207
V20 =42 14 z4+2;44:4+%

2- Si nous posons r=(n+ 1)2 —A nous aurons le résultat suivant :

r<n =S \/Kz(n+1)—2(n+1)

Exemple

V317
\/3_=\/627— ~ 6 _2i.6=5 —[2+ 1 (lD = 5+%+%(lj

6 206 6
[Preuve]

Pour le cas (A—n2 ) < ((n+1)2 - A) [c'est-a-dire r<n]nous posons vA =n + P [avec
q

2 2
E<1].Ainsi, {n+£j =n2+(£j +2nE
q q q q

2
Dol A—n2 :[Bj +on 2

q q
T . p 2 . , p A- n?
En négligeant la fraction | — | nous obtiendrons le résultat — = 5
q q n

L’erreur commise par ce calcul est par exces puisque a partir de I’égalité :

2
A—n2 :(EJ +2n§ nous avons 5(5+2n} = A—nz.

2
, : A-n . . .
Ce qui entraine p__ AT qui est la valeur réelle de la fraction.

Nous pouvons alors vérifier que - >0

2n (2n+p]
q
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Pour le cas (A—nz) > ((n+1)2 - A) [c'est-a-dire r>n] nous posons (n +1):x/K+£

q
P

[avec — < 1]. Ainsi,

- (giﬂ < nfoa(Z] )

En considérant J une quantité trés petite, nous pourrions alors 1’ajouter au second

membre de la derniére égalité et obtenir le résultat suivant :

(s [ 2 A}
Avee [2@ +2£§)J—} 2({ A2 |- 2o

2
Don P~ !(n+1) - A’
q 2(n+1)

L’erreur est par exces puisque : (n + 1)2 — A:£(£+2\/KJ
a\q
P (n+1?-A

o)

[Proposition 2

D’ou

iy ] nous avons le résultat suivant :

r+1
2n+2

En posant A=n

Si r>n alors x/Kzn+

Exemple

V9272
J55 = Jor 111 ~ gy LIH]
\/9_z9+§

2
Avec 9+g :92+i l
5 5\5

[Remarque 1]
1-Si (n+1)*=A+1 alors A-n?=2n
On ne peut pas appliquer la formule 1.

Exemple de cela: A =168 = 132 -1
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24 +1 1
V168 ~ 12 + =13——-
2.12+2 [ 2.13]

2- Nous démontrons [I’équivalence] des deux formules :
2
(h+1)°—A_  20n+1)- (n+1) —A)_n+(A—n2)+1 |

)y - 2(n+1) 2(n1)

Nous constatons aussi que :

Lorsque (A—n2)> n alors ((n+1)2 —A)< (A—n2).

((n+1)2 —A)—l o A-n?

3-Si (n+12-A)> (n1+1) alors VA ~ (n+1)- !

2(n+1)-2 2n
4-Si A-n?=n alors (n+1)>=A=(n+1).
2
Dans ce cas, nous avons — = A et JA=x n +(n + 1)
A (n+1)? 2
Exemple

V30 2

[V30=4/25+5 = ,[36-6 z¥1.

[Proposition 3]
Si X; est une valeur approchée de VA obtenue par les procédés d’approximations cités

() - A
2X1
[De la méme maniére nous pouvons obtenir d’autres valeurs encore plus précises :

alors : Xp =X; — est une autre valeur approchée qui est plus précise.

(X2) -A .. . . T ., . 1
X3 =Xo —2— ...] et ainsi de suite nous pouvons poursuivre 1’itération indéfiniment .
X2

Exemple

V682
2

68 = 6414 ~8+~ avec [8+ L] —68+[)
4 4

2\8

Vs[5l _ﬁzgg D), 10(1(1))
(R 00

4

La valeur est plus précise que la premiére puisque :

'~ Le résultat a été énoncé sur I’exemple suivant.
2 _ L’auteur a utilisé deux écritures différentes des fractions.
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(2223 3))] - sea3(4(5 )

[Proposition 4

Pour tout nombre non carré A nous avons :

JA= _“Abz]3_
b

Exemple

V122
6
aoizie o B3+
4

4 4

x/ﬁz3+§+l(lj
7 4\7

o (1350 - 232

[Remarque 2]

1- Le choix de b trés grand garantit la précision de la valeur approchée.

2- Ce procédé d’approximation est plus utilisé¢ dans le domaine de 1’astronomie. Aussi,
les valeurs qui sont attribuées a b sont des puissances supérieures de 60. *

3- Ce procédé d’approximation peut tre utilisé aussi pour le calcul de la racine carrée

La preuve de cette derniére formule repose sur la relation +/a.b :(\/; )(\/B )

4- La décomposition du nombre A en produit de nombre premiers n’est pas utilisée dans
le calcul approché. Sauf lorsqur ce nombre se décompose ainsi : A= n(n +1). Dans ce

cas \/— n+(;+1)

des fractions :

[Proposition 5]

Ab? -1
\/KzT

b2 étant un nombre carré trés grand.

3 - L’auteur n’a pas donné I’énoncé de la proposition
%_ Les propos d’Ibn Zakariyya sont ceux d’Ibn al-Banna dans le Rafdal-hijab.
> - Ce cas a été déja évoqué pour des données différentes.
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[Proposition 6]
G A-n?
(n+1)* —n?

(o) (n+1)? —n?

[Le dénominateur des deux expressions est celui de I’approximation conventionnelle
connue en Orient].

Vérification [par la méthode des soustractions successives]

La vérification du résultat de la racine carrée approchée d’un nombre est basée sur les
soustractions successives par un nombre a [a =7, 8, 9...].

Nous posons d’abord +A=n +E puis nous procédons de la maniére suivante :
q

Nous posons n=n[a] (n,)? =n,[a] p=n3[al ny+n3=nyfa] et A=nslal.
Puis, nous comparons les deux derniers restes.

Exemple de cela®

V149

Nous avons +/149 =12 +% par le premier procédé.

12=35[7], 25=4[7] (4+5)=2[7] et 149=2[7].

Les restes sont €égaux.

6. C’est le seul exemple que 1’auteur a traité.
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I1- La deuxieme partie sur la racine cubige [d’un nombre qui n’est pas un cube
parfait]

[Lemme]
1- Les nombres cubes consécutifs sont 1, 8, 27...

Tls vérifient 31 =1, 3/8=2=1+1, 327=3=2+1....

Si a,b (a > b) sont deux nombres cubes consécutifs alors :

1- Ya-3b=1

2-  Tous les nombres qui sont compris entre a et b ne sont pas des cubes parfaits.

[Exemple]
Pour A=15

Si A était un cube parfait on aurait 2 < YA <3

Par conséquent, 15 nlest pas entier. Il n’est pas fractionnaire aussi pour les mémes
raisons que nous avons exposées dans la premiere partie sur la racine carrée.

2- Pour tout nombre entier A >1 il existe un nombre N qui vérifie <A< (n+ 1)3 :

3-Si a,b (a > b) sont deux nombres cubes consécutifs alors Ja-3Alo=1 et:
a—b:(%)+ (2%/5+IX%/5+1)
a-b=(¥a)+L¥a-1f¥a-1)

La différence entre deux nombres cubes consécutifs est un nombre impair.

4-Soient A et n des nombres entiers qui vérifient <A< (n + 1)3 .
(n1P —n?)1

2
Si A=n®+v tel que vV <U alors A-n3)< (n+1)3 - A).

Posons U =

Si A=n+v tel que v >u alors A-n’)> (n+1)3—A.

[Proposition 1

Pour tout nombre entier A > 1 il existe un nombre n qui vérifie <A< (n + 1)3 ]

2
3n2 A-— n3 3n2
Si (A-n3)<|n+1>-A) alors YA=n+| L1 + 1
1( ) « ) ) alors YA {2 3n+1 3n+1 2| 3n+1
Exemple
3709

70 est plus proche de 64 = 4°
En appliquant la formule précédente on aboutit aux résultats suivants :
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2
| 3.42 70 — 64 12 5(1 401 (1
=~ + RlI+—+—| — |[+=| —| —
2134+1 34+1 13 1010/ 5\10\13
370 ~ 4+i+i(i]+i i(ij
13 10\13) S5\10\13
[Remarque]
Les procédés d’approximations utilisés pour la racine carrée sont plus précis que ceux

de la racine cubique’.

[Proposition 2]
Si  A-n®>(n+1-A alors:

YA~ (n+1)- L[ 3(n+1Y J_ L( 3(n+1)? J (n+17 - A

2\ 3(n+1)-1 2\ 3(n+1)-1)  3(n+1)-1

Exemple®

Y429

42 est plus proche de 64 et 64=4>.

2
o4 42:2, 34T _M_ 40t %(4+ij=2+3.

34-1 11 11 11

[ j 2+%+%(%} et
el =+l
) U e 2l )) T e aleln
( 2) 721(1) 5611(1)
(s G266
Viz =g (HJ

1
9

1
9

- L’idée de comparer les procédés d’approximations a été évoqué par Ibn Zakariyya d’une maniére générale
sans aucne précision. Il s’est référé aux deux ouvrages suivants : al-Kamil d’al-Hassar et Figh al-zisab d’Ibn
Mundim pour confirmer I’existence de preuves sur la validité de 1’algorithme de la racine cubique.

¥ _ Ibn Zakariyya a considéré que 42 est plus proche de 64 alors que (64 —42) =22 et (42 —-27)=15.
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[Proposition 3]°

10

o]

Ou bien ?{/_ R

VA I ab?
b b
Ces formules ont été proposées dans le but d’affiner 1’approximation.

[111- La racine carrée et la racine cubique d’un nombre fractionnaire']
1- Laracine carrée d’une fraction
[Proposition 4]

Sia et bsont des nombres carrés parfaits alors \/E =£
b Vb

) /a vab
Sinon — =
b b

Exemples
1 §+l[l]?
8 4\8

§+l[lj— @_~£+§(Lj ui est par exces
8 4 V32| 17 10\17 AP '

outien [P (1) 2132 10 41} 11717}
8 4\8 13 8\13) 4\8(13

2+— 2
[/ f 4 9 (z) <3
11 11 7

2+—

4 4(1
LA L
10 8(10)

- Ibn Zakariyya a fait référence aux procédés d’approximation de la racine carrée pour énoncer celui-ci. Il a
ajouté que la preuve de la validité des précédents procédés a été établie par Ibn Mundm et Ibn Tahir.

' Le numérateur désigne la partie entiére du nombre irrationnel 3\/ Ab® .

' _ Avant d’énoncer les procédés d’approximation de la racine carrée et de la racine cubique d’une fraction, Ibn
Zakariyya a traité le probléme relatif a la maniére de trouver les nombres cubes tant qu’on veut en utilisant la
suite naturelle des nombres imapairs et aussi le résultat suivant : si a et b sont des cubes parfaits alors (a.b),
a.(a.b), a.(a.(a.b)) ... sont des cubes parfaits ainsi que b.(a.b), b.(b.(a.b)) .... Et ce en faisant référece a
I’ouvrage d’Euclide (E, IX, 1).

12 _Ibn Zakariyya n’a pas traité cet exemple il I’a proposé seulement pour montrer que ce type de procédé peut
fournir des valeurs par défaut.
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4 4(1 6 6 108 |15 3(1 , .
+ = ~ = +—| — | et ’erreur est par défaut.

10 8L10) |80 4,17 161 |23 7\23
18
I 2
i+i(ij=\/§=J36.80=\/2880z53+3:161: ii(i}g(l(inm
10 8l10) |Vso 80  s0  s0o 380 |10 s\10) 3(8l10
4- —+l lj‘?
A

[— ﬂ <2 qui est par exces
6| 3 '

7.16 7 2(1 1(1(1 e e .
= ~ —+—| — |+—| =| — | | qui est inférieur a la premicre.
16 11 8\11) 4{(8\11

S- 1/7 +l?
9
En appliquant la premi¢re formule de la proposition nous obtenons

7+l: 1/ﬁ:§ :2+g.
9 9 3 3
6- 1/6+§‘?
8
53

En appliquant la premi¢re formule nous obtenons /6 + g :{ ?} 2+ —.

En appliquant la deuxiéme formule on obtient \/ 6 +§ :{\/583'8 } ~2+ 4 l(l (ljj 1,

3+— = 36 ~1+ L par la premiere formule.
10 19

2
13 L, 6 S5(1) 2(1(1 1531211111
- Ibn Zakariyya a ajouté que : | —+—| — |+ =| =| — =l—+=| = || +=|=|=|=| =
10 8\10) 318\10 23 7\23 31781023
14 _ Ibn Zakariyya a inversé les résultats obtenus.
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19 2\10l19

\/3+£ :[\/360}“4_ 17 + 1[ 1 ( 1 D par la deuxiéme formule.

3+Z+ 111 = 63 z1+z+Z 1 par la premiére formule'”.
8 \2\8/)| V16 8 8\8

7 (1(1))]_~1008 30 1(1) (1(1 N 6
3+—+=|=1||= ~l+—+—| = |+| =| — | | par la deuxieéme formule .
8 \2\8))] 16 32 2.8 8\ 32

2- La racine cubique d’un nombre fractionnaire

[Proposition 5]

Sia et bsont des nombres cubes parfaits alors 3

3] 2
Sinon %/% = ak')b

el

a
b

Exemples
1-3 £+2(lj ?
9 3\9

3g+g L par la premiére formule.
9 319 2 3
18

= :g par la deuxiéme formule.
27 3

7
3g+g[lj 38729
9 309 7

2
I Iy L TR (R
10 8l10) 4(s8l10
J4 11 311 _\/135 _ 135.102400 240 3
10 8(10) 4{8l10 320 320 320 4

3- 31+Z+§Gj?
8 8\8

' _ Ibn Zakariyya a donné le résultat suivant 1+ % +%(%) .

1o _ L’auteur a donné le résultat des calculs égal & 1+ % + % +%(%) .
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3 2
391+1+1(1j :3/6561 _N6561.727 324 1
9 819 72 72 72 2
[Proposition 6]
fe
iﬁzb_
b k

Ou k est un entier, choisi trés grand, divisible par b

Exemple

350+l?
V72
3/(50+1j64 a4
2- 3 +7
31/50+% = J = 3i32 ~ 9—3+§+ l(lj

4 9 4lo
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I11- 1. 4. Edition et analyse mathématique d’une section du
At-Tamhis fr sharh at-talkhzs d'lbn Hayduar
Ms. Rabat, al-Hasaniyya, n° 252
pp. 28-39
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ANALYSE MATHEMATIQUE

[Le calcul de la racine carrée d’un nombre par des méthodes d’approximation]

[Lemme]

1- Tout nombre, qui n’est pas un carré parfait, est compris entre deux carrés
consécutifs :

Pour tout nombre non carré A il existe un entier n tel que n? < A<(n+1)*.

Exemple
Pour A=6 ona 4<6<9.

2-Si a’ , b? sont deux carrés consécutifs tel que a’ >b? alors a—b=1.

Exemples
Pour @2,b2)=(4,1) ona v4-+1=1
Egalement pour (az,bz):(9,4) ona ~9—-+/4=1.

3-Si a’ , b? sont deux carrés consécutifs tel que a” >b? alors :

a’-b*=2b+1
=2a-1
=a+b
Exemples
16-9=7
=23+1
Pour (az,b2)=(9,16) ona : :
=24-1
=3+4

[Preuve de cela]
Le résultat est basé sur la relation suivante'” :

16=(3+1)"=3*+2.3+1.

[Proposition 1]
Soit A le nombre dont on veut calculer la racine et n un entier qui vérifie
n* <A<(n+1)" onaalors :

2
JAxns A0 si (A-n?)<n
2n
Exemples
1- \/gz2+%=2+% puisque 6-4=2 |2 ¢étant la racine de 4 qui est le

carré le plus proche de 6.

7. L’auteur a évoqué le livre II des Eléments d’Euclide mais il n’a pas précisé la proposition qui exprime le
résultat énoncé.
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2
2- G242t b gvee [244] =54 (L
2.2 4 4

3. Mz3+10_9=3+1.
2.3 6

[Preuve]
Pour calculer /10 par exemple nous posons J10=3+ % .

Dot 10=(3+2f =9+62+(2f et 10-9=(2f +6.2.

2
[Dans le cas générale, nous aurons \/K =n +Ep , A=n?+ 2nap+ [%) et

A-n? =2n(§)+(§jz ].

Représentons le nombre A dont on veut calculer la racine par le carré ABCD :

L C T

Posons Dsz/KzCL+ LD avec CL=n et LD=Ep.

Posons aussi CL*=(AZ)=n’ et (BC)-(Az)=(Dz)+(BZ)+(zC) avec
(Bz)=(zC)= ”'Ep'

En posant (CH)=(CZ) on aura (HC)+(CZ)+(ZD)=(BC)-(AZ)=S.
S est alors une surface inconnue'®. Il est donc nécessaire d’utiliser un raisonnement qui
est bas¢ sur le calcul par approximation pour déterminer la valeur de LD = LZ.

Pour cela, nous avons :

D’une part LZ =DL = _r et S - d’une autre part.
2n+ DL 2n  2n

Par conséquent, S > DL
2n

'8 _ Effectivement, nous pouvons écrire $=A—n? = x(X +2n) ot x désigne la fraction (Bj qui est inconnue.
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r
(2n+DL)-DL

En otant DL du dénominateur de la premiere fraction c'est-a-dire on

: , o U S
obtient une valeur approchée du nombre irrationnel égale a (n + 2—] .
n

. . S
L’erreur commise est par exces [puisque JA=n+ <n+—]J.
2n+DL 2n

[Remarque]

Dans notre raisonnement, on n’a pas utilis¢ I’1dée de négliger le carré de la fraction. On
-n* , A-n’

et vérifie X=X' avec X= .

2n X+2n

a plutdt négligé la fraction DL=X et X'=

[Proposition 2]

Exemple

V8 =2

Nous avons 22 =4<8<3?=9. Do .8 ~ 3—%:2%.

Preuve
Nous représentons le carré (n+1) par le carré ABCD :
Le nombre A est déterminé par la surface du carré définie par les deux points A et H que

I’on note (AH).
Ainsi, CL=+/A , (n+1)=CD et LD=(n+ 1)—\/K représente la fraction dont on veut

déterminer la valeur.
Dans le prolongement de la droite qui passe par H, soit T tel que la surface du rectangle

(DT) estégalea (BC)—(AH)=(n+1)* - A.

Soit aussi Z tel que 2CD =DZ [= 2(n + 1)]

R CAD L LES B (Tz) = DL?
DZ
B A
H T
D 1 C 7
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2
(BT)+DL" o . pL . (OT)
2(n+1) 2(n+1)
2 2
Par conséquent, DL zw avec DL > w
2(n+1) 2(n+1)
2
Et DC—(D—T) =(n+1)_w —LC+u
Dz 2(n+1)
[Remarque 2]
2
D’apres la relation mz DL = DL~ (bT) c’est le numérateur de

2(n+1) 2(n+1)
la premiére fraction qui contient I’excés qui est DL’.

[Proposition 3]

_n2
Si  A-n?>n alors \/KszA_”E

2n+2
Preuve
2 _ )
{(Ml)_ (n+1) A} :{M!A n !+1}
2(n+1) 2n+2

Car: (n_i_])_w =N+ ((2n+2)_((n+1)2 _A))

2(n+1) m+2

2 _ a2

Ainsi, |:(n+1)_w:| e (A n !+1.

2(n+1) 2n+2
[Remarque]
V122
Nous remarquons que le nombre 12 est une moyenne proportionnelle entre les nombres

. 12 1 1
carrés qui ’encadrent 9 et 16 : 2.2 Dot VI2~—(3+4)=3+—.
12 16 2 2

Dans le cas général : Si A=n(n+1)  alors \/_z%(n +(n+1))

[Exemple de cela] J6 ~ (2+3)=2+ %

N |~

[Proposition 4]
Soit X; une valeur approchée du nombre irrationnel VA obtenue par les procédés
d’approximations déja cités.

. LC+u = +/A+u.Ibn Haydur a considéré u comme une fraction qui représente 1’erreur commise lorsqu’on

2
attributa /A la valeur DC —%{z (n+ 1)—%} .
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(x;)* - A

Xy =X; B est une deuxieme valeur approchée qui est plus précise.
1

Exemple

V57?

1 2 11
X =2+— t (X ) =5+- =
IO

8
1 1)
x2=(2+1]—i=2+3+1(1j. Avee (xy)? —5=1 1(1j .
4) 4,1 9 8l9 9(9ol8
"

[Remarque]
Nous pouvons répéter le procédé sur X, et obtenir une troisieme valeur X3 qui sera plus

, . .. . . ., . . , . 20
précise. Et ainsi de suite nous poursuivons ’itération indéfiniment™.

[Proposition 5]

s

b
Exemple
5
559 A5 _ 7 _,.2.2(1
3 3 3 7 37
Preuve

La preuve est basée sur la relation vab = Ja.b.

Effectivement,

[Remarques :]

5- Le choix de b trés grand assure la précision de la valeur approchée.

6- Ce procédé d’approximation est tres utilisé dans le domaine de 1’astronomie. Aussi,
les valeurs attribuées a b sont des puissances supéricures de 60.

7- Ce procédé d’approximation peut tre utilisé aussi pour le calcul de la racine carrée
des fractions.

[Proposition 6]
Si a et b sont des carrés parfaits alors :

20 _ L’auteur a précisé qu’il est possible de décomposer un nombre indéfiniment. Ce qui signifit qu’il est possible
d’écrire un nombre irrationnel comme une somme infinie de nombres rationnels.
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Si a et b ne sont pas des carrés parfaits alors :

a +ab

b b

Exemples [application de la premiére formule]

\/H%L%Gj? ‘\/ 5 5 \/7 %z 5

Exemples [application de la deuxiéme formule]

I
5 56 30 Ty s 11
6 6 6 26
2- 2+l?,
V72
2+— \/7 z—6_l+l+ll 2
\ 2 2 2l6

Quelques [résultats] généraux sur I’extraction de la racine carrée des fractions et
des entiers [liés] aux fractions

[Résultat 1]

. 0N o1 1) ,
Pour tout entier a le nombre a——|+—|a—— +a| est un carre et

1 I L 3 1(1
21 _ L auteur a donné le résultat sans simplification ainsi : 1+ o +—(—j .

9
N 10 1) 11
a——|+—|la-—|| +a|=a+-a+—.
9) 2% 9 276

Exemple
a=10

(m-3)afo-s] ] -2eeis)

Et 230+l 1 :15+l=10+5+l.
4\9 6 6

216
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[Résultat 2]

Pour tout entier a

1) 1
(2a+—j +a=2a+—
8 8

le nombre

Exemple
a=9

1(1 2 7 1(1
219——| = +9=|2/8+—+—| =

2\ 8 8 2.8
Et 328+i+l l =18+l=2.9+l.

8 8\8& 8 8

[Résultat 3]
Pour tout entier a le nombre [2[a—%

1

5

1

2

1

5

1

Ao 5{3)) 3oL

[

iC

1

5

)
mzxa “narlarl

1
2

7 2
8

1

2

C

2
]H +a est un carré et

+9=328+§+l 1

i

J

1

2
1
— xa | est un carré et
5 SD}

-

Exemple
a=6
6_1 l :5+£ i l
5\5 5 505
2 5+i+i 1 +l 5+i+i 1 :14+i
5 585 2 5 5\5 10
2
14+2 :222+i L
10 1010
222+L L +6=228+L L
1010 1010
28+ Lloise L g 15+i=2.6+1(6)+i
1010 10 10 2 10
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[Résultat 4]

Pour tout entier a le nombre {(3(a——

s 2)

Exemple
a=6

R 0

321+l l l +6=327+l l
21819 218

o e i ge 1)

[Résultat 5]

Pour tout entier a le nombre H{a - %[%D + ; a

[} o

Exemple
a=8

LS OE S IR0

R CORRR D)

202

1
6

[

1

6

2
DJ +a] est un carré et

2
! (%)H + a} est un carré et :



Et 788+l l(lj :28+l(lj:3.8+l.8+l(
4\ 7\ 7 2\7 2 2

[Résultat 6]

Pour tout entier a le nombre (4[a——

Exemple
a=9

(4[9‘%@})2 =1291+§+%(% @]
TR ER

[Résultat 7]

(1

Pour tout entier a le nombre {4(61_5(5)} +l(a

lj
7
1 2

(gjj] +a est un carré et

1
8

2

{eesEseesG)] ) weses)

Exemple
a=10

({o-56)) 33 il

2020+ L[ [ L)+ 10=45+ L[ L)=410+ L 10+
41919 219 2

[Résultat 8]

Pour tout entier a le nombre (S(a—

(e a(B)] +a-saed():

203

5

1

10

1

|

1
219

[

1

10

2
! (lj +a | est un carré et
919

)

2
jD +a est un carré et



Exemple
a=I11

2
5 11—i L +11=3030+i+l i L
1010 10 411010
Et 3030+i+l L(L) =55+l(ij=5.11+l(ij.
10 4{10\10 210 2110
[Résultat 9]
Pour tout entier a le nombre || 5 a—i(ij —i—l a—i(ij a—i(ij +a| est
11411 2 11411 11411
, 1(1 1 1(1 1(1 1 1{1
un carr¢ et Sla——|—|||+=la—-——|—||a——| —||+a|=5A+—a+—| —|.
\/H[ II[IIDJ 2[ II(IID[ II{IID } 2 2(11}

Exemple
a=12

R ) e ) e ) R o )
Joar i) o) smeerd(h)

Probleme
Trouver un nombre composé d’un entier, qui se termine par 25, et d’une fraction

(21
q

[Solution]?

55225 est le plus petit entier carré qui se termine par 25 avec 55225= (235)2 .

[Premiére méthode]

Soit alors le nombre N = 55225+ %(235)—1— %(%)

Ce nombre vérifie 55225 +%(235)+%(%) = 55342 +%+%(éj qui est un carré dont

la racine est \/W = 235+%.

22 _ Pour le calculer la solution, on se sert de I’identité (a + b)2 =a’ +b? +2ab .
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[Deuxieme méthode]

Nous avons 235 = 5x47 et considérons le nombre N =55225+ %(47)+ %(%) .

Ce nombre vérifie N = 55248+%+l(L(LJ] qui est un carré dont la racine est

4(10010
N—235+1(ij

2\10
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I11- 1. 5. Edition et analyse mathématique d’une section du
Tuhfat ar-rullab wa umniyat al-hussab fi shark ma

ashkala min Rafdal-hijab d'lbn Haydar

Ms. Vatican, n°1403
ff. 39b-40a
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ANALYSE MATHEMATIQUE

[Proposition]
Si on veut calculer la racine cubique d’un nombre [A] qui n’est pas un cube parfait, [on

pose A=n’+r avec n®< A< (n+1)3].
On pose [également] AA=n+x oubien [n+1=%+x e (M)

Puis, on éléve au cube et on obtient : A=n>+3n?x=3nx*+x> | [%/K:(n +1)—x et

A=(n+17=3n+1Px+3(n+1)x-x1.

Dot Axn3+3n2x+3nx? et Ax(n+1P =3(n+1Px+3(n+1)x>... (**) équation du

second degré a résoudre].

A-n>=3n%x=3nx> ... c’est la [quatriéme] équation [dans le classement d’al-

Khwarizmi ] dont la solution trouvée X sera rajoutée a ’entier n puisque n*<A : la somme
(n + X) serait alors la racine cubique approchée du nombre A.
[Pour le cas (*)] la solution [de I’équation (**)] sera retranchée de I’entier (n+1)

[puisque] A< (n+ 1)3 : 1a différence ((n+1)— x)serait la racine cubique approchée du nombre
Al.

Exemple de cela
Calculer %/E ?

[Comme 8|=2*|<10<3* =27 ] on pose 4/10=2+x d'oir: (2+x)'[=[{/10] ]
(2+x)=8+x*+6x*+12x et ce en appliquant la formule suivante :
(a+b)’ =a’ +b’ +3a’b +3ab”. [On obtient 10=8 + X’ + 6X> +12x (1)1.

Enposant X’ ~0 I’équation (1) sera équivalente & 6x> +12x+8=10 (2)
.. ) 1 ) )
D’ou  6x> +12x=2. En divisant par 6, on obtient x? +2X:§ qui est la quatrieme

équation [d’al-Khwarizmi].

3
D’ou x=1/1+%—1 et Wz2+ﬂ/1+%—l} puisque 10>(2+1/1+%—1j .

Par conséquent 310 ~1+ ; 1 +% .

[Remarque]
L’auteur [Ibn al-Banna] n’a pas exposé ’algorithme d’extraction de la racine cubique

d’un nombre entier car en plus du fait qu’il est long il est difficile de prouver sa validité.
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I11- 1. 5. Edition et analyse d’une section du
Takhsts il7 al-albab fr sharh talkhis admal al-hisab
d'al-Ghurbi
Ms. Alger, B.N, n°2712, ff. 100b-105a

&
Ms. Rabat, B.G, n°328D, pp. 420-429
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Introduction

L’édition de la section consacrée aux approximations dans ’ouvrage d'al-Ghurbi,
intitulé Takhszs @lr al-albab fr sharh talkhis adnal al-hisab, est réalisée a partir de deux
manuscrits : Le premier se trouve dans la bibliothéque générale de Rabat sous le numéro

328D. Quant au deuxiéme, il est catalogué sous le numéro 2712 dans la bibliothéque nationale
d’Alger.

Les autres copies de cet ouvrage, qui ont été retrouvées, sont répertoriées ainsi :
1-Ms Tétouan n° 844
Cette copie est tronquée et ne contient pas le nom de I’auteur™.

2- Ms Caire 819 Dar ar-riyada :
Cette copie ne comporte que 17 folios™.

Le manuscrit de Rabat est un recueil qui comporte quatre ceuvres dont celle d’al-Ghurbt

qui occupe ff 273-509. Bien que cette copie soit incompléte elle est la seule qui conserve le
début de I’ouvrage.

Le manuscrit d’Alger est acéphale et ne contient aucune information sur I’auteur du
texte ni sur le copiste. Il était classé anonyme jusqu’a ce que nous I’ayons identifié avec le
professeur A. Djebbar. Il comporte 149 folios qui sont consacrés uniquement a I’ceuvre d’al-

Ghurbi.

Cette copie se distingue des autres par le fait qu’elle contient une étude sur quelques
propriétés des nombres. Al-Ghurbi I’a présentée comme annexe qu’il a intitulée bab al-dadad
at-tam wa z-za’id wa n-naqis wa |-’addad al-mutakabba [chapitre sur le nombre parfait, le
nombre abondant, le nombre déficient et les nombres amiables].

Le manuscrit d’Alger nous a permis d’identifier un manuscrit de Tunis : Ms. Tunis,
B.N. n°345, qui était attribué a Ibn al-Banna puis a Ibn Haydir. Grace a cette copie d’Alger,
nous avons pu établir que le texte contenu dans ce manuscrit de Tunis est précisément le
dernier chapitre du commentaire d’al-Ghurbi qui contient I’étude sur les propriétés des
nombres>.

Dans cette édition, nous avons évoqué les folios que nous avons étudiés en utilisant la
formulation suivante : (z.z=) pour le manuscrit d’Alger et (U.&=) pour le manuscrit de Rabat.

»_ Al-Manouni a mentionné les deux copies celle de Rabat et celle de tétouan mais il n’a pas identifié¢ la
derniére.

#_ AL-MANOUNI, M. : Nash’at ad-dirasat ar-riyadiyya fi maghrib al-6asr al-wasit ar-rabio [Activités des études
mathématiques dans le Maroc de la quatriéme période du moyen-age], al-Manahil, Rabat, n°33, 1985, pp.
77-115.

» _HARBILIL A. : Le Takhsis d'al-Ghurbi : Un commentaire inédit du Talkhis d'Ibn al-Banna, Actes du huitiéme

colloque meghrébin sur I’histoire des mathématiques arabes, (Tunis, 18-20 Décembre 2004), Tunis,
Publication de I’ Association Tunisienne des Sciences Mathématiques, 2006, pp. 199-216.

210



S 0% Jie S ) mesall il Cira e dand o3 i o) 5 DB // [420: 5] /121002 5]
o Tantll Y5y Abe cand 5 ) Caelimall a8 laaly 4d 28 D3l e BSOS () 5 case
ST SRS NI W PP I W RUFTSNRPR PREFPEN vt B LY DL CIRNON AN

Dl oA 8 Al 13 5 Gaatll Hia 4l 3 aaell s ) oA 6 13a J8 g aa g o el

o S5 g s Hstaallhtygiaae p s jsdae Cpad o aaal) o aa g LAl e Y Led sl
Gl S ey S50 e s L dley S e g Lo 4k sdaall e calie (B ae Gy
Dkt o aslain) 8 Jeall asy ol o iz A% K1y Giae D3 Al gl // [5101:z 5]
ald oAl deall V) Caadll Sy aly coaey @A S ald G2 L o da ollaall aaall LY o) sl o g
b lan ) eLd () 4IS das amyoaay AL Jaall s on3 5 // [4210 5]

Cu s o3 ostlaal (s sdaall (p Juadl) et agly 4l 4 ) sdaall A @l 136 (1408 )
zanaall iall Cania (e dand o 8 i g Al e 13 emall Hial Conia (e Juadll Gl o
OIS (s - o i asllaall aaal) Gl jia geb IS Lad 4t Ji S 3 e LD 6 5D Slld IS
Ol il Cama g daf Jaaly Juadll Gy 3 05 o 4 Jexdl an g jhal) e ST AL 6 8 Gl
sed S L rmaall a4z 8 Lad a3y Caeliaall aall (e aaly 5y Juadl Gl ans & 1
RN

S oad e D oS o Wi o pda tladl) cus sdaadl o diadll 1Ay Y J i 13 i e 134
e S 4tig

5 duad i oSSV

Y1 D3s 2808 1 Jandp o2a% Lagin Jundll latid . 4 day ) V) Gl Ll Ll ) saanall o lais
% by // [5101:z ] ©sS da V) (e 29030 aa) gl Gl aniid 4 day )| jpcd abeazia 2 (U 5
o el ia s 2 Ly O el 05 i) e dxand

el s el g ag Sl i e Lo e i s 1ae i ol Allal) sda sl
s i 1] [422: ] ol o 2031 ) 10 g 80 058 Y5 il 30 135 10

£6 i i S ell 48 1Y 2 )0 Jie 4 duadl) 58 L Jlag

Chai 530 3l i (o ) 4 Gl (e 4enid 2 0] Juadl) (S8 a3 Le e Jantid

g oA Gl S alie (B dal) 1 o pua 138 A0 0 s %2 Gy O 7 A 3l ae 4xenid %
ce il s 3330 \&}%6 Lay 5 s

€7 Gans da oS0l e S0 4 Juadll 6 L Jliag

s laal g Jaadl) e n i oY) s e e 2 o) j3all g 3 A Jaadl) aatid ol K3 e o Jontd
Logmand 2 OB & 2 20l (o g Y1 (can 16 Hins b () Celinall j3a)) e 55 4 Ay

Vil dass iy alie 3 o jum 138 oy iy j3a) »}%2 Ol s ) asinall 055 ol 3l (Y

el (2 S 6/ f(g-a) aad ZI A% 1 sl s gl A4 () s [ (i) Jin s 0o 29 2
Ggine don ¢ el il ine Vs 11/(gae) Gheled B v AE10//(0g) Taselan ¢ A-8](z )
ol meaall 331/ (Ld) JB 2 A JE 24 /] (zoae) sooSe v 721 /)(z) Sisdsae 11-19//(-)
(&) s eid(08)

211

10

15

20

25

30



N S !

/1 15102:7 ] 58 2 Gl sad) 138 5 (f "y s o pda o llaal) aie S0 andi & oy o 5 Al
celel 5y 8 o p3a Csllaal aaal) 2 A8 Auds 8 ey 53 8 Faandl) Y sl 3l & gene
codmy addy 3 shadlly Jaadl 585 co Sy ol oA an sl Wl Caiadl S5 A & AN an V) o3¢
t) 4

B e Liad S0 Y s (o) ) sdaal (s cu i ot Gasthadll ssal) g el las (2-4da )
O Aauid 4ia Ji ) alia S 8 aie ST 4 // [423: .54 Ji sl Jie o o W i) Al
OS s i ot costhaall anal ia sed S Led rmall H3a ) (g Al el i 5 3a Coaia
e Ol s Jmdl) (e daal g pails 3l e ST aal sday ) staall gy a0 )3 qustlaal) pa Juadl
sgd b Lad il e dudl) ol L 3 el Camia e AL e Jumdll e AL S jdal) Cieaa
P8 o i iglladll 2l j3a

¢ 8 Anld da oS el s e JH 4 demill 56 L Jlia

O Azauiid 1 1aa) 5 0207 Lagiys Jumdl) a8 . 9 Zandh V) (ulh Leali laoms L) & shaal) ol laid
S s 22 el Gl 5 3 A5 ) ,@\wm‘% ot €y 5 jaall Cinca
ol g 3 1 %8 Gl o5 Al AN S alie b oy 13 L AL

€12 sbe B s S0l Jie ad Jadl) // [ 102:7 4] 0580 L Jliag

i a4 iayf Legiy dendll 0258 .16 e i @lld a2 Lol by L) < haall o @ v
Hl)#@;%3 s D0 Ry 5 (o il 1 Gtz g sl i (e Lgpatt oY)
o x50 13 %12 Loy /] [424: 5d] e 8 g JAD ()5S abie g ey (o puin 138 Ly iy yde
ey )

€10 5 e oSl s e ST 4 Juaill S5 Le Jliag

e Liuch Hiu 6 o2a% Laghy Jundll 1t .16 e din 00358 Lol Loy L) &y shad) ol lav
o dsed a0 T e dedl) | ani 6 B Ay 0l Hlal) Coaua (e e 5 dused iy laal
s);:.g@u\wsﬂ&gas;w@up.sﬁcJ;.;)M%3 wm}m&éﬁ)@\w@m‘%
con sl s a9 50 1aa ,%10 ondal) (g

calel ) 5 oy Sl Jandl 4a 5 (b S8

P U FPTS PN FISEN UPY S N S S PRSCN (RO RPWC UG [y ¥-E U P
SIS ) e o sthaall 2l

Gl e el ol 8 cim A 3 500 s e 2 Saal) 8 oyl adl o a8 4 Glel
coal oo s S B sl I3 o) SN/ [5103:7 5] S Y Bal ) Gl atie 53

Waa 3 —14//(z-5) Msise : 1/(05e) Ll ¢ Ll 13 /) (L) DA Aep V) 4aa V) 2 ADG 4a Y14
Lgiae t 4 —17f)(sie) Lo 0 ) (o) 48 Jeadd ad o Lot ag e ) s S e 16//(z-5)
Fa29)) (zd) el e b § 24/ (g ) Amsebe 1 SITD3] (L) Rbsiae t b Junil21/)(z)

(o) el 0o g 3D e+ el 0230/ /(g fe) oA

212

10

15

20

25

30



aal I o aie 33 g Lo 05Sl 488 Callaild aie oy (S 1M, o o3 sllaall 2aal) 58 (s3)
PG 0y o sl

tah Janl) 48 138 e 138 3 eal) s 4 SV Jualdin ) gusl o i a8

e ¥ Jasl /] [425: 5] 3 o3 ) J3a) Goaa (e 4paniy il @l Y 6 o (3-da )
Mg o JAD)  duds 8 45 jm o Led i Liad el Glld e il (1S L sl sl Cieaa
3 oSS

Gl 13 G ez A IS5 12 s O cu i Lasis o i IS Al Ak J3s 8 alliag

. ek . .o .. 10 . .. ..
Q}A:\%4Mjwj\ﬁjjg\ww@j\@‘)wﬁ.ﬂs \ASA@)S\@JJMM

- e - e o de “ ’ e 1 0 - Ed -
il s Oy 0] (A 05 52 s M s ) D3 e adalit o il (el )

B IO IR B PO PSR U R P W SUR R PP IR PN PR IS,

PO PRV JUNID. JUNI PR SINOE DU SPPI PUSUICRUIS NSO FU PRSI PURTR- WOV P IS P

. . VI v 001000
kel alh a5 S ) ) e B3 A A Y 8D e N e L ool S

il iy ey U s A Hdall mas dne clad oy il 138 (385 // [1103:z. 504 @i s Gl
el dl s il Y L I G 7z a4l Y il L

D3 355 e aliel m e 3o osia Ggthadl saal) o o sy AT Aas il g J
Ssthall seb z A Lad 4 el pall i o ady g cuy i adind)

14 Janll 455/ [426: 53] iy sdadl 3] 4 el aaslia o aled

1A a Vs a4y peaid aie Slel s ) sl dacVI Y Hhaw o jds oslhadd) anell Y dend o (4258 )
OV Al 3 Yz Al 1aa of alaily Lz A Calaia 48 4% i 138 "4k alaef a e 220 ' Al L
ian o Lagie aal 5 IS el H3a e g peaall QS V) 3a Al (s Y el (e )

13 Lz Al jia Y als jgiaa e AV ) shee Lananl S 13 LT L ia Legie aal gl 0S5 Y 5 )5 5
L 4 g pmall pojall i o dadls e 13 e L o cu i ¢ Al jas 22T 13a e
P oy sthaall 2aall i sed A

€5 oy dued )i oS Al

A50 50 ) 5 Bsed A9 Araii (g Ak a9 Anni V) i Ly oy Ll )y sdnall odl lad
Lol e o A3 DG e Leaniia // [5104:7] %6 Ol Fused g Hi 22278 Ly i Lo yda 22l
T T e REUK O FUNYY
S8l a0 15y 5 el g s el plad] Rt ety st AT
clel Al 5 38 Le 48 Caled 4345 o )

Sl ez A i sy g alaY) 8 dad) (e o sed ) suS das LTS 8

b 138 13/(red) Bastma t s -1 1//(orges) gAY S ¢ 7 AN S 5T7//(ie) Jia conam t dall Conad
ot e 30//(bde) 1N ] (g3) BosSe t Ad8 ] (zede) So0Se s LTS [( ()
(ces) pmtids pmatie [ (239)

213

10

15

20

25

30



rof Gl 8 Jandl dn g sul) pdan 8 Juadll // [427: ] Vaa o aled

Gt o Gaiay L oda 380 20 Al Jaias s alaY) 8 dasl) @y e o5 ALl Jaus (5408 ya)
Sl i e 3 L GleY) e diend S Lad

i Lagia 2a) 5 JS 05 (J Ll 85t A5 1) st Tl 005S0 of W) 5l Y 5 3a i pe 134
st e el 5 1) sdae aleY) 05 o s st e alells st Tl 05S of Ws st

$4 ol day ) Hda oS JV1 Jle

,A,% OB = Al 5z k) jia ed = 53 Lad GlaY) 3 e dcnily Jadl 3 Lo 22 il o3¢
Ay e iyl a el B g Ll Tz A dadll y Gopeally Ulee gLl s

14

e
28

Ol Caaiy il Aag )l da oS AT Qg
Al s 2y 3 /) [B104:z] gl 86 7l s deadl (& I3 Jha oled
«:% Dbzel dgld s o ) e

g Ll Al g Alal sanih ye Lo o oy s yha 3218 80 ()il 7y aleY) 8 Jawaal) (o puaid

Ay el A6 £ A ste gb ) oY) e aand® .y s 5l i s 708 el i

: 108 . Goe s ey oesn oy 18 8 P

//[428:)@])&;@ﬁ@ﬂ@)})&i@wcﬁ&gﬁ)@\\&gﬂ\i}é.%ﬁjh’;}ci@w

[y e £l \ 1 0 O 0 8 "
e L TR

«:% gl Lay J Jda oS AN Jlia g
A A el s2a% i L o i b i 328,28 (5 e 5 Al g ALY (B dad) o i
ol e G g gl et 5 Ll dsed 7 3y 7 dmas g8 53 QL) e iz, 35 jLie

10
115

@“wsw}&u_‘j:\uj@m\Q}sﬁmﬁg;)sg\mg__,);,\sp.tw:\qj)s;ﬁ}m

PN 1200 4 . .
«:% gLl DG e oS 15l e
%3 Ly A 0 2%y La e o la e 2308 12 e U 7 a0 aleY) 8 el (o jumid
N 13 . T . ot . . s
‘é_'\s:\ JA;J\ )A)ﬂ @)ﬂ\ M)t\.})\M}JGH“-A&-})\//[}IOS:G-C.A]‘}AL“EJS\ au}}\‘;sw

}A.\S\J\\:JA}—;(; Z:wx\wu@- ity L A i alie b o 38 g L DG

calel A g )

J(org) Aisina s 2l —12 /] (L) e s Ul =8 [ [ () 13050 25T () st s LosiaamS
23//(zi) Gl S0 322 /(e ot s () Mt e 1S ] (g s ean
(o)

Skl i e bl jia a8l 4Bl QLU Blaie His danall (IS o) 5 JB

214

10

15

20

25



@l i s Jawll 56K o sa s Waliesd A0 day Y1 ALl e ISV il g 138 o Aol (Asadl)
111429z s 35 ,"alay) Hia e Jawl) jia andld Caiiadl JU . 3haie s ol alie sl Gasilly
.a)\)ﬁuco))g_bﬁs.\siﬂ)h&}éjauiag)i)J;.:e\.\h.q}gﬂb\_m.lﬁ

215



ANALYSE MATHEMATIQUE

[Lemme : Pour tout nombre non carré¢ A il existe un nombre entier n tel que
n? <A<(n+1)%]
[Proposition 1]

[En posant r=A- n2 , nous avons les formules suivantes :]

Sir<n alors \/Kzn+2L
n

r+1
2n+2

Si r>n alors \/Kzn—i-

[Exemples]

1- \/5=2

5=2°+1, [n=2etr=1]

%(%) est ’erreur commise [par exces].

2- \/6=2

_n2 RN ~ _ 1 _ 1

6=22+2 dou V6~2+2=2+1 avec (2+3)2_6+Z.
[par exces].

3-J7=2

"2 LR ~ 3+1 — i: ; ( 2)2— l(l)
7=2"4+3 dou ﬁ 2+2.2+2 2+6 2+3 avec 2+3 —7+33.

% est ’erreur commise

[Proposition 2]

[En posant r = (n+ 1)2 — A, nous avons les formules suivantes:]

Si r<(n+1) alors \/Kz(n+l)—

2(n+1)
Sir>(n+1) alors \/Kz(nﬂ)—z(ni—_l)l_z
[Exemples]
1- /8=2
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2- J12=7
16=12+4 dou 12~x4--4=3+1 avec B+1f 1241

2 2 4
3- J10=?

2
- ol _ 61 3,1 1) _ 1(L

16=10+6 dou 10~4-5L=3+1 avec (3+6) _10+6(6).

[Proposition 3]

Soit X, la premiére approximation obtenue en appliquant une des formules précédentes
alors :

-4
Xy =X v est une autre valeur approchée du nombre JA qui est plus précise
X]

[et qui vérifie X, <X].

Exemple
NEES X;=2++% etposons €

1)
€ 4\4 1(1 1(1(1

xz_xl—5:2+%—5(m 2+9+8(9) avec x22:5+%(§(§(§))).

=%%) I’erreur commise [par exces].

[On pose e, =]%(% % (%))) I’erreur commise [par exces qui] est plus petite que e, .

2
X2 -

Nous pouvons faire les mémes calculs sur X, [et obtenir X; =X, — qui vérifie

X
VARXy et X; <X, <X]
Et ainsi de suite on peut poursuivre l'itération indéfiniment.

[Proposition 4]
[Pour tout nombre non carré A nous avons: ]

"

(Ab2 ) n’est pas un nombre carré parfait puisque A ne I’est pas. Dans ce cas, nous

avec bZ> A

appliquons une des formules précédentes pour calculer v Ab? .

Exemples
1- 4/52

Nous avons : 5<9=3% et /5.9=45~6 + [application de la proposition 1].

6+5

Par conséquent, J5~x—© 3 —2+2+é(é) avec (2+ +-= () 5+ += () (;(é))

L’erreur commise est ¢gale a %+%%)+%%%» que ’on peut minimiser encore en

appliquant la proposition 3.
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[Proposition 5]

Pour tous nombres non carrés a et b, nous avons

%

Exemples

1. [4_4_2 \/E_mzézz
3’ 9 3

3
o B 00 S )LL) e
Bealh b b6 =+ BRGGD- SR
1
e B2 311 e L)
[Remarque]

Si a et b sont des carrés parfaits alors : \/E = ﬁ .
b Vb
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I11- 1. 7. Edition et analyse mathematique d’une section du
Rashf ar-Rudab min thughdr admal al-hisab
d'al-Qatrawani
Ms. Rabat, B.G, n° 416Q
pp. 82-87, 102-105
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ANALYSE MATHEMATIQUE

La premiere section sur la maniere d’extraire la racine [carrée]
d’un nombre irrationnel par approximation

[Proposition 1]
[Soit A le nombre dont on veut calculer la racine carrée] : A=n’ +r

Si r<n alors \/Kzn+2L
n
Si r>n alors \/Kz n+ mln((r + 1)’ (Zn * 2)) 26
max((r +1),(2n +2))
[Remarque]
Pour tout nombre A non carré il existe deux entiers n, m tel que n? <A< mz,
m?=n? +2m-1
m=n+1 et m?=n’+2n+1
2 2

m-=n"+m+n

Exemples

1- V3643 ?

3643 = (60) +43

V3643~ 60+-8- = 60+i+i(L)+l(l(L))

120 10 6M0/ 260
2- \/2564 ?
_ 2 - 64+1 65
2564=(50)"+64 , V2564 ~50+ =1

Mz50+m+—(l)

17 617

% _ Iauteur a utilisé 1’expression suivante : « rapport du plus petit par le plus grand » qui pourrait étre exprimé

x/Ker- r+1

‘ 2n+2
comme suit : ou bien . Or,

\/Kzn+2n+2 Si r+1>2n+2
r+1

si r+1<2n+2

Si r+1>2n+2 alors r > 2n+1cequi entraine A >(n+1)?. Ceci contredit I'hypothése n”> <A< (n+ 1)2

7 _ L’auteur a d’abord appliqué 1’algorithme de 1’extraction de la racine carrée exacte pour retrouver le carré le
plus proche. Puis, il a poursuivi le calcul de la racine approchée du nombre 3643 en appliquant la proposition
1. Il a procédé de la méme maniére pour les exemples suivants.
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[Proposition 2]
Soit X; est la valeur approchée du nombre VA calculée en appliquant la proposition

précédente.

(x)*-A

o est une autre valeur approchée qui est plus précise que la premicre.
1

X1 —

[Exemple]
[Si on applique au résultat de I’exemple précédent cette proposition] on obtient :

asoa-lo {9 3P+ b 3{5(5)))
0. 5tk ;g(z( )

2l50+19

est une valeur plus proche du nombre

\/& ~8+1 d’apres la proposition 1.
1(1
et [ 29w LD LN
2

, . w1
L’erreur commise est € =%9699

Nous pouvons répéter le procédé le nombre de fois qu’on veut.

[Proposition 3]

Si n? , m? sont deux nombres carrés tel que An?=m? +1 ou bien An’>=m?-1
2
An“+m .
alors : VAx———— ® et Perreur commise est €= 30,
2nm 22 2 2
Exemple

NEY:

Pour les nombres carrés N2 =16 et m? =49 , on obtient :

* _ L’auteur a probablement abandonné le premier exemple au profit de celui-ci pour ne pas encombrer le texte
de longues expressions fractionnaires.
- L’auteur a utilisé la terminologie suivante : al-mudaddal pour le numérateur de la fraction et al-asl pour le

dénominateur.
30 _ Cette formule est issue des premicres, En effet, les entiers m et n sont déterminés en tant que numérateur et
dénominateur de la fraction obtenue par la formule 1.
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3.16+49 97 s 6(1)
R R it AR A, W 1 1
v 247 56 8 7%

E [%f:ug(g(%g))). oL

[Remarque 1]

Pour n? =225 qui est plus grand que 16 nous obtiendrons une autre valeur plus

précise :
~_3.225+676 1351 9 5(1) 1(1(1))
3~ 2.15.26 780 1+E+EE+EEE

2
Avec (%j =3+ %(% (% (% (% (%))))) &= 6081400

[Remarque 2]

Plus le nombre n? est grand plus le résultat de I’approximation est précis.

[Proposition 4]

a_VAp?

L k2
Pour tout nombre carré b“, ona:

b
Exemple
V59
8, 11
J5516 VB0 _ 8*9*2(9):2+;+1(1)
2 4 4 9 " 8\9/

Avee o2 1P s 1(11(1)

[Remarque]

Si A est un carré parfait, on détermine sa racine a partir de sa décomposition en produit
de nombres premiers.

Exemple

2257

225=3252 5 \/225=3.5=15

[Proposition 5]
. , . . . a
Pour calculer la racine carrée exacte ou approchée d’un nombre fractionnaire—,on

distingue quatre cas :
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[Premier cas]

Lorsque a, b sont tout les deux des carrés parfait, soit a= n? , b= m2 alors :
\/E _Va_n
b Vb m
Exemple
b= o b
[Remarque]

Si a n’est pas un carré parfait, on pose Ja~a etona:

al

~ —
~

m

oo

[Deuxiéme cas]*

Soit le nombre ¢ choisis tel que (C.b) soit un carré. Posons cb = m? etona:

/ 1
\/%: a.'czc ou C'm+ac

m

m
Exemple
4, 11109
9+2 9
4(1 1(1
4 1(1)_ 2_\/9.2:\/§z4+9(l7)+8(l7)_2 l(L)
9 299 18 6 6 6 17 8\7

[Troisiéeme cas]

|4 lili?
AT

4
=4+
9

2
17 V174 68 8+{([ » 1(1)]
Va9 BETI SEREAT

1L
29 4.9 12 12 12

[Quatrieme cas]
7z s+ 2l GGt 6 6o

1L

478 4.8 8 8 8

o=t i) 26 6o LB lales)
8/¥10 "800/ 7810/ 67§ g

3!~ L’auteur a, a partir du cas précédent, énoncé la régle générale qui permet de calculer la racine carrée des
fractions dont le numérateur ou le dénominateur ne sont pas des carrés parfaits. Ce cas ainsi que les deux
restants ont été traités a travers des exemples.

4
=4+
8

+

[N
n|—
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[Remarque]
Nous pouvons également effectuer la division de a par b puis prendre la racine carrée du

quotient.
[al 2
Ou bien utiliser la formule suivante \/% = ELkb b ~ % avec akZb~u.
Exemple
3
10

r-dm o e bt

=2 4+ )+ e e
0 11 10 \11 M1 MO M0

|

1
1693000

Avec une erreur €=

Si (k.b) est trop petit, on choisit alors le carré du produit du dénominateur de la fraction.

2
[Exemple de cela, || > ] 5(6.3.2) .
632 632V 632
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La deuxiéme section sur la maniéere d’extraire la racine cubique
d’un nombre [qui n’est pas un cube parfait] par approximation

[Remarque]

3

Pour tout nombre non cube A il existe deux entiers n, m tel que n*<A<m et

m-n-=1.

[Proposition 1]

Soient A un nombre non cube et n un entier tel que nd <A< (n+ 1)3

2
2 A3 2
3’_Azn+ %( 3n J +A n _l( 3n J

3n+1 3n+1 2| 3n+1

Ou bien

1
2

YA~(n+1)- %(M]_

3(n+1)-1

(3(n+1)2 T 1P -A

3(n+1)-1 3(n+1)-1

(3n+1) et 3(n+1)-1 sontappelés les dénominateurs™.
A-n’ o (n+1) - A
3n+1 3(n+1)-1
3n? I GES))
3n+1 3(n+1)-1

sont appelés les racines.

sont appelés I’exces.

Exemples

3502

Ona 27<50 <64

Le dénominateur est 33+1=10

50-27 23
10 10

La racine est 2+ %

L’excés est %( 3.3° =%(2_j:%(2+%):1+%+%(%)

1
oo+ S =1+ G+ 465 65)

32 _ La terminologie utilisée est la suivante : al-imam pour le dénominateur, al-asl pour la racine et al-fadla pour
I’excés.
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[1+1o 3(%) +2455 _4+10+10(L0)+%(L0(L0))

,—\

Ainsi, 4+ 501 LG50 = 2+ 3 65)+ 3G 66)
BTN | ST

Do Y503+ )44 1)

Avec :

(35 8 ) S G =49+ 3555+ £ G G G )+ GG G5 Go )+ G G 5 5 )
Du c6té du grand cube, nous avons :

V64=4

Le dénominateur est 34-1=10

La racine est

Avec :

[3+11 7(111)+

Ui T ATt
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[Proposition 2]
Soient X;,X, deux valeurs approchées du nombre irrationnel A obtenues

respectivement par la formule 1 et la formule 2 de la proposition 1. La moyenne arithmétique

X; + Xy

X3 est une autre valeur plus proche du nombre irrationnel A

Exemple
D’apres I’exemple précédent nous avons :

/50 ~3 +% + %(%)+ %(é (%)) d’apres la formule 1.

350 ~ 3+ +%(1—11)+%(%(ﬁ)) d’apreés la formule 2.

X =0+ % )=3+ e (L L5 )+ 2 (G5 () + 2 B G G+ LR G (G5

Avec :

s = 0 30 G 33 ) 2y )
%(%( 85.(i 1y D * %(72.8;(1 1y ) * %( 73.8;(1 1y ) * %(m

[Proposition 3]
Pour tout nombre qui se décompose en produit de nombres premiers comme suit

A=(k P (ko ™k P ona A=) .k, )

Tout nombre qui n’admet pas la décomposition citée ci-dessus sa racine cubique est un
nombre irrationnel.

Deuxieme partie sur le calcul de la racine cubique d’une fraction

b Vbk 3ok

k est choisi de telle sorte que (bk) soit un cube parfait.

[Proposition 4]

On distingue quatre cas :

[Premier cas]

Ya
)

. . a
Si a et b sont des cubes parfaits alors 3 b =

Exemples
L1
8 2
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3[242(1)=3[8 —2
9 319 27 3°

[Deuxiéme cas]
Lorsque a est un cube parfait et b n’est pas un cube.

Exemples de cela :

%Zgzggz%;g@%)»
fs-so+3) S S()

[Troisiéeme cas]
Lorsque a n’est pas un cube parfait et b est un cube parfait.

Exemple de cela :

3 5(1(1 29 3248 7 7(1 {11
3=+ = = | |=3== At — [+ =| —||;
8 8(8\8 82 g8 10 8\10) 418110

[Quatrieme cas]
Lorsque ni @ ni b ne sont des cubes parfaits.

Exemple de cela :

%ﬁ_s/ﬁ_s/ﬂ_@
0 V27 V27 3

iﬁ 7 1(1) 1 1(1]
9 8 6\8) 6l6l8
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Ghunyat dhawr I-albab d'al-Qalasadr
Ms. Alger, B.N, n°3313
ff. 12b-13b

236



DRl jedaall e amd) jda M B SEN QLY // [B12]
O A Eb S e i 3y Al ) s Y Dia aad 2o e pd e o @l (3 Jeall s (1408 )
csthadl (55 il ez Al Jaal 5 sl il Ciea (e lgand 43 J 30 e cilS

Ay el s A da Sl JA 13 G e Jiag

QM@W)&c@ﬂj&‘;g})&cgijugeﬁuécu)h;sgi 5 é\&ﬂsd}u

130 o 135+ 112 1080 iy e ) Al Jia (088 ol il e dlea) liai (S5 sl
LA)A}‘eJ}aJJ;&_UM‘JA:J\Lﬂlcﬁc@)ﬁé&:c‘)\;ﬂM}&A@M\uﬁ‘ﬁ_\ci‘cjhﬂ
@}q)ﬂ\&)ﬁ\@u‘aﬂ\usz\%\&}wﬂ\mé}

Alas Osmeds Aay ) sl U8 1Y 23l e I8 AL OIS 1Y Lea Jlag

Oe Lean 3 ydie Ay e ) maaall jiad @z ad il e Jadl & 1 5 4\&Aﬂﬂd}\j

e W) S maaall il e aleal et Caaly G o) Gupde s da ) sy el G
212 1% A i s et iy (et

101 . £ ot
m154 // [}13] BJ}‘A\ aAAGScu.n\m\ wm.uc_;)}w_\.ugu._a:\_)sﬂ\ xS

S s ) 3] o e 335 aals (AW e 238 53 e S WD IS o) Wl (2-Aa )
csthaall (O maall 3l e ale) (S Ls SV (e

g Ased da ol JS 1Y 2 lld e Sl
.:m:s\w,xigg,):;@jgw,wusg@@\u)gg;9 é\&&sd}u

A S e duadd) Lgie (e S5 Gl Ha i e a5 e ded (S5 aal 5 Ll 034
.%9 138 gL 4D dad Al J3a 08 da e Lelea) g L )

Osode s anl @l # Ay e (b Lyl oDy st 0K D3 138 Jald qu il a5 oS ol 13
o oslhall 2aall Gl 2 A Leia g dag ) el 4] e 2 Had 138 andl 1521 1388 Call 5 Ailensed
01 ol g Sl ¢ a4 s L

G A (38 b G Gl

D3l e da ki A ey D3 G ey 4 185 (53 6 ) ceni o 48 aall s ((3-Ada )
NE AU O O T

i i el 3813 1@t e Jliag

Gz A Aased sa s Hdal) G (e by a5 Gty () s (o p06 Lee cadle i
G o3l 2ok sl o Casy ) s Al i e 2 A T3 2ol 138 el

Loy ostall sam) ol 7 2 13 oy 135 Al i 5a5 g2 138 aadl a5 e s )

101 1

éﬂd:_é\hj:d.\'awdﬂ.«}—26//2u}d=a:LAJ;\;L\';—17//BJ)SA:&SQA—I6//4 6654:4 !

0
3 6154 -13

iale) bt Red a5 =27 [fieled St

237

10

15

20

25



1000, . , . . )
a4 550 18 ol puds ) g by i 4y o

138 lall 5 AbaasJl s aal s @l oA Lefia (8 Lea el s Anad (6 D3 b of gl e
st 0S5 (5
sl pdad Bl Gl
ALY Sia e ol ia conaild LU GSy Blaia 3 Janll (IS (b (4438 )
Lol Gy il Ay S IS 5 oLl Aay S 3z D (ha Jlia
4

s P . v s AU | . . .
sp gl A0 (S Aa )l s s DYl Hin (e Ly AU a5 bl j3a 32 5 o0 13Ke ey J

.% 13K Allall 3

O s Bl S e KDy hadl il 5 2 1S dlld O3 g ] s ol B o
113 Al i ga sy Caaiy aaly el 2 4
o 20 el s i 7 JAY a3 Ayl 8 el o jenld 13 GBS IS o) W5 (5-A8 )
e Allaal) 3 68 IS Las oLaY)
cowda Gty (o day ) Hda oS relll e Sy

14

ol dad Wl 2 A sl B sa s AV mhaae o dedl Guaed s 5k oSy qu iy // [ 13]

ol Alall Hia sa (el Gaed g
(676 1388 Alainey (5 smanes Do @l 7 a5 Lebia 3 Lyl (5 5 & ll 23 o JAD 138 il 13
o A Jas ol el b 8 oS g3 Je i s ) b s o) a5 A e 2 s 1 adl
Yo R ol 13 iy Gl say EDEN Leaans (pfiedll s Fid) ey oY) a ol 20

EPEQEWERLA JEI LPRETS PV PRPPRPREE X PRER A [ PR I ISR W [ WOER g S

Alad) s s Al 3 g =19 [/ pail 8 3 ghae t b (e Jlie =7 [/l 1 A5 o puadll =3

238

10

15

20



ANALYSE MATHEMATIQUE

Deuxieme chapitre sur [le calcul de] la racine carrée d’un nombre,
qui n’admet pas de racine [exacte], par approximation

[Proposition 1]
[Soit A le nombre dont on veut calculer la racine carrée] : A=n> +r .

Sir<n alors \/sz_zL
n

Exemple [1]

V156 =

156=(12)* +12 \/156z12+%=12+% etona:

(12 + %)2 =156 +% , (%) représente 1’erreur commise.

Exemple [2]

\154 =

154=(12)" +10 , 154 12+m—12+ +1(g) etona:

(12+ +é(6))2 154 +1 +4(é(é)). 2

[Proposition 2]
[Soit A le nombre dont on veut calculer la racine carrée : A=n’> +r ]

‘ N min((r + 1), (2n + 2))
Sir>n alors JAxn+ max((r +1),(2n +2))

Exemple
J95=72
95=9>+14 avec 14>09.
V9529414129 4 5945 ot (943) = (2 1212954 1(1),

4 4

Troisieme chapitre sur I’affinement de I’approximation

[Proposition 3]

[Soit X, la valeur attribuée au nombre irrationnel VA obtenue par I’application de 1’'une
des deux propositions précédentes suivant les cas]. Le nombre [ X, ] obtenu par la formule
suivante :

X, —
X, =X, =

est une deuxieme valeur approchée du nombre + A qui vérifie X, <X, .

Exemple

J6=2
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x/gz[xl]:2+% et (2+l

Jor2+2+1(l) et +2+L{f 6+ L(L{L(L))

En effet, (2 +%+%(%))2 = (%)2 = %

Quatriéme chapitre sur [le calcul de] la racine carrée [d’un nombre] fractionnaire

[Proposition 4]
[Soient] a et b deux nombres [carrés], on a alors :

Exemples

19| _3_q,1
3- 2+4[—ﬁ}—2—1+2

[Proposition 5]
Si a et b ne sont pas des carrés parfaits alors :

Exemple

4_1(1)—9

67 2%

4, 1(1) 2 |9 |=A926 V108
6 2% 2.6 12 12

10+2
it J108 ~ 2 _5_5,1(L
[Selon la proposition 1], nous avons /108 =10 + 5 et o 6 +3 <6)

i) L(l))z _ 26> | 4 L(L) 1 ]
Avec ((6 t5%) T6565061T2%/ 3552061
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[11- 1. 9. Edition et analyse mathématique d’une section du
Sharh al-Qalasadi de Muhammad Ibn Yasuf at-Tfayyesh

Ms. Ghardaya, Algérie, bibliotheque privée,
Bani Yazguen, sans numero,
pp. 219-231, 460-461
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ANALYSE MATHEMATIQUE

La deuxiéme section sur le calcul de la racine carrée d’un nombre, qui n’est pas un
carré parfait, par approximation

[Proposition 1
Soit A le nombre dont on veut calculer la racine carrée] : A=n> +r

Si r<n alors x/ﬂznjtzL
n

min((r + 1), (2n + 2)) 1

i r>n alors VA " max((r+1),(2n+2))

Preuve’
La preuve est basée sur les résultats suivants :
1-Tout nombre A, qui n’est pas un carré parfait, est compris entre deux carrés

consécutifs n* et (n+ 1)2 :n? <A< (n+1).

2-Si a® , b? sont deux carrés consécutifs tel que a’ >b? alors a—b=1.

a’-b*=2b+1
3-Si a’ , b? sont deux carrés consécutifs tel que a’ >b? alors : =2a-1
=a-+b
Ces égalités découlent de I’égalité suivante : a’ =(b+ 1)2 .
Exemple de cela
16-9 =7
) o =23+1
9 et 16 sont deux nombres carrés consécutifs qui vérifient : 541
=3+4

Car: 16=(3+1) =3>+23+1.

Exemples

1- V1567

' - lauteur a utilisé I’expression rapport du plus petit au plus grand qui est celle qu’al-Qalasadi et qu’al-
Qatrawani ont utilisée dans leurs écrits.

% _ L'auteur a repris le raisonnement d’Ibn Haydiir mais il s’est exprimé a la maniére d’al-Qatrawani. Nous avons

méme constaté que dans chaque étape de son étude sur la racine carrée et la racine cubique il se base
essentiellement sur At-Tam/is f7 shark at-talkhzs et Tukfat at-tullab wa umniyat al-Aussab 7 sharz ma ashkala

min Rafd al-hijab d'Tbn Haydir et peut étre méme sur Rashf ar-Rugab min thughar admal al-hisab d'al-

Qatrawani.
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156=127 +12
D’aprés la premicre formule de la proposition 1 nous avons :

V156 z12+%

1\ 1
Bt|124—] =156+—.
2 4

2- 30=5245
305 ] 1) |
D’ou +30~5+— et |5+—| =30+—.
Y 2 ( 2} 4

3- 1332=36+36

2
1 1 1
i V1332364 20 236+1 et (36+—j =1332+— .
2.36 2 2 4

4- 6377

637=25% +12

V63 ~25+5—25 2 2(1)

10 5\10

5- /59

5=2%241, 1<2.
1

V5~ 24—
4

6- /156509

15650 = (125) +25

25
V15650 =125+
2.125
7- 1547

154=122 +10

V154 z12+£:12+2+l(lj

6 216

2
Et 12+%+l[1j :154+l+l l(lj
6 2\6 6 4(6(6
8- +/28?

28=52 43
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2
mz5+% et (5+ij =28+9[1j.

10 10010
9- /40?
\/Ez6+l et (6+1J2=40+l.
3 3 9
10- /10407

1040=322 +16

2
1 1 1(1
V1040 %32+ — et (32+—j :1040+—(—].
4 4 2\ 8

[Exemples lorsque le reste r est plus grand que la racine exacte n :]
1- 957

14

[ ]
L’extraction de la racine exacte se fait de la maniére suivante 95

Dot 95=9% +14 avec 14>9 et V95 =9+ 4+ —9+1—5:9+%.

21842 20
39 1521 1(1
S I Y i ey
4 16 4\ 4

>
<
Q
(@)
/N
O
+
I
~
)
Il

2- 229
22=4%+6 et \/Zz4+%
2 2
Avec 4+l = 47 =22+2 L .
10 10 10110

3- /432

43=62+7 et \/Ez6+%:6+§.

2 2
Avec 6+i = 46 :ﬁ:43+l+% 1 _
7 7 7.7 7 T\7

4- 952
95=92 114 et JE~9+1—5—9+3
20 4"

2 2
Avec 9+E = 39 :@:95+l 1 _
4 4 4.4 28
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5- /54327
104

5432=73%2 4103 et +/5432~73 +ﬁ = 73+§.

2 2
Avec (73 +§j :(2727} :7436592 =5432 +i+m(Lj

37 37.37 37 37\37
6- /15800 ?
15800=125% +175 et «/15800z125+§+%(é)
7- \J6557?
2 31 7 3(1
655=25“4+30 et 4655=25+—=25+—+—| —
52 13 4\13

[Proposition 2]°

tel que b%> A

Exemples

1- V22
V2.4 =\/§z2+%=%.

f:&l_ulgg(i)
2 6 2

12 6
2
Avec 7 :2+lll .
12 4{6\6
2- 52
6+é
V5.9 45 7 1 2(1),
\/_z = ~ =2+—+— —_ .
3 3 3 7 3\7

[Proposition 3]
: ) N An+17-A
i (n+1P-A)<(+1)  alors  VAs(n+1) o
Exemples

4’12 1 1
12~4— —4——=3+—
12 2.4 2 2

* - L’auteur a précisé que ce procédé est utilisé dans le but d’affiner I’approximation.
4 _ L'auteur a écrit 18, qui est la valeur du dénominateur, sous forme du produit 2.9. Ce qui I’a amené & exprimer la

2 1(1
valeur de la fraction en fonction des nombres 2 et 9 aR6{): \/g ~2+—+ —(—j .
9 2\9



1 5
8r3——=2+>
V8 6 6

[Proposition 4]
2
Si ((n + 1)2 _ A) > (n + 1) alors \/Kz(n + 1)_ ((nz-zrll)_'_ 1‘)_Al—l
Exemple
V102

6-1 . 1
VIO v 42— =34,
6 6

2
Avec 3+l =10+l l .
6 6\ 6

[Proposition 5]°

Nous pouvons exprimer la valeur approchée du nombre irrationnel +A en fonction du

nombre [entier] carré le plus proche de A comme suit :

A—n2
2n

Si A est plus proche de n? alors VA~n+

[Proposition 6]

. b (n+1)2 -A
Si A est plus proche de (n+1)" alors \/Kz(nﬂ)——
2(n+1)

Exemple
V157

16—15 1 7

I5Sx4———=4-——=3+—.
V15 24 8 8
2

Avec [3+Zj :15+l[1j.

8 8\ 8
Preuve

1- Preuve de la proposition 4

On pose ﬁ:n+§ .

et (1 0
O

2
Si on pose (Ej ~0 on obtient A—n? z2n[£}
q

q
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> - Le contenu de cette proposition est le méme que celui de la premiére expression de la proposition 1.




Ainsi, —=

a2 a2
P AN ,avec£<A n
q 2n q 2n

On conclu que I’approximation est par exces.

2- Preuve de la proposition 5

On pose (n+1):ﬁ+§

b= {Z] (3

m+4y_.A:[£}2+(§)@JK)

q

2
On pose aussi (Ej ~ (O et on obtient :
q

(12— A zz[ﬁf . (NK{EJ - 2(5}(& +u)= 2(§J(n 1),

q q
2 2
Ainsi, Bzw Avec P > w .
qg 2(n+1) q 2(n+1)
2
L approximation v/A ~ (n+1) - (n+1)——A est alors par exces.
2(n+1)
2
2 (A -n ) +1
3- Prouvons aussi que (n+1) — (ne1)” - A =N+ .
2(n+1) 2n+2
(h+17 - A L@m+ny(m+n2_A)
Effectivement, (n+1)— =N+ .
2(n+1) 2(n+1)

Etcomme (n+1)>—n?=2(n+1)-1 et (n+1)2—n2=((n+1)2—A)+(A—n2).

2
2 _ (A—n )+1
Alors (n+1)—(n+1) A:n+ .

2(n+1) 2n+2

4-  Prouvons  aussi que lorsque ((n +1) 2_ Aj >(n+1) alors
2

VA= (n+1)- ((n+1)2 - A)_l _pp Ao

2(n+1)-2 2n
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Exemple

J10?
J10~4 - 42341

[Proposition 7]
Si ((n + 1)2 - A) =(n+1) alors (A— n? ) =N etinversement.

Dans ce cas, le nombre dont on cherche la racine serait une moyenne proportionnelle

2
entre n° et (n+1)2 : no_ A
A (h+1)?

Exemple
V129

Nous constatons que 16-12=4=416 et 12-9=3=409.

9 12 9 3 12 3
—=— puisque —=— et —=—.
12 16 12 4 1 4

Nous déduisons que \/ﬁz3+% et \/Ez4—%:3+%
D’ou Jrzl(3+4)
Dans le cas général vA=,/n(n+ i~ [n+(n+1)]

[Remarque]
2

Concernant le procédé d’approximation JA= il est important de noter que® :

1- Ce procédé d’approximation est trés utilis¢é dans le domaine de I’astronomie. Les

valeurs attribuées a b sont des puissances supérieures de 60.

2- Le choix de b trés grand assure la précision de la valeur approchée. Aussi, si b est
choisi plus petit que le nombre dont on cherche la racine la valeur obtenue serait

moins précise.

3- Ce procédé d’approximation peut €tre utilisé pour le calcul de la racine carrée des

fractions.

6. L’auteur a repris intégralement la remarque d'Ibn Hayx.



Preuve
Elle est basée sur I’égalité ~ab = Jaab.

Exemples
Y49 _6 Va9

Vo 3 9

. V94 6 94
De méme \/_: =—=

Ja 2 4

R I L R X :@z%lg(ij

2 2 20 3 3 3 314

9)? 1

L Ts 1 t pl el i 24— | =6+— t
a premicre valeur ¢€s plus precise puisque ( 20) 200 €

2
2+l+é L :6+£.
3 3114 1764

La troisieme section sur I’affinement de I’approximation

[Proposition 8]

Soit X; une valeur approchée du nombre irrationnel JA obtenue par les procédés
d’approximations cités.

(x)* -A i L o
Xy =X; ————— est une deuxiéme valeur approchée qui est plus précise c'est-a-dire
2 1 2%
1

qu’elle vérifie ((X2 )2 - A)< ((Xl )2 - A).

Exemples
1- 6?2
2

1 1 1
\/€z2+— et 24— =6+—

2 2 4

1

Xy = 2+l ~4_ 2+l _ L

2 5 2) 20
=2+10—1=2 i

4.5 20
:2+g+ll

5 4\5
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[Deuxiéme méthode :]

2 1

2

g

)

T+—+
\/E:‘/6'9 =\/54 N 7
3 3

\/gz2+%+l(lj

Avec (2 +

2- 107

mz“% ot [

6\7

3 1
__+__
7 6

[

1

7

3

)
3*5)2

1

2

3

17

’_160z12+%:

—~ ~10.16
1 = =
4

4

1

4

1
+_
13

(

1
13

|

J+

1

7

3+

8

;
=10+l[
6

1

4

26

5

+

:(4+

1

13

265

d

2
L)) tos4dl _
26 8.8.13.13

i

[

1
4

1

1
13

_j_

)
y
2
)
_j}

4

1

3

1
8

[

g

1

6

4

1

17

3

8

111
8\ 8\13

IRE

g

i

)

4z
&)

4 1
__+__
17 8

[

)

1
17)°



2 2
Avee 4+i+l(ij :[577] _ 32929 g 11 L(Lj .
17 8\17 8.17 8.8.17.17 88\ 17\17
La quatrieme section sur la racine carrée d’un nombre fractionnaire
[Proposition 9]

Si a et b sont des carrés parfaits alors \/E = ﬁ
b Vb

Exemples

TG e

o, 1A.1(1),
g 218
4 1(1) 9 Vo3 4 1(1) \9.2.8 144 12 3
—+—|=||=+=—=|=—==— oubien _|—+—|— =—=—.
8 2.8 2.8 16 4 8 218 16 16 16 4
3- 2+l -2 :£:§:1+— ou bien
41 V4| V2 2
2+l:ﬂ:ﬁ:§:1+_:1+_
4 4 4 4
. §+1(1j‘_ 36 |_ 36 _6
7 1\ N17] V1707
s 6, 1(1)_ [25]_~25 _s
9 4\9)] V49| Ja9 6
6 §+l[lj?
5 55
3 1(1 16 | 16 «/162 \/40 20 4
== === ou bien -
5 5.5 5.5 55 5 5 25 5

Proposition 10

. , . a
Si a et b ne sont pas des carrés parfaits alors \/% =
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Exemples

1- i+l(lj?
6 2.6

104 2
4 1(1)_+108 s
6 2l6) 12 = 12

Effectivement, v108 =102 +8z10+%=10+§.
4 1(1) 52 26 5 1(1)
—t—| = |r——=——="t— —|.
6 2\6) 256 56 6 5.6

5 1(1YY 676 4 1(1) 1(1(1(1
Avec | =+—|—|| =———=—+—|—|+=|=|=| = || |-
(6 5(6)} 55623 6 2[6) 5(5(2(6)}]

1
3+— 2
V34 77 _% ot [Zj :LZGJ

8 g 8(8)

4 |39
10
8+8+1(1j
8 80 "9 2\9
10 10 10

B OO RO
o [33H] -s Rl
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|

12+l= ig=Z=3+—
4\ 2
8- 2+l?
4
2+l: 2:3:14——— et 1+l
4 4 2 2
9- l+l+l?
3 4 9
\/l+l+l_\/75.108_\/8100_ 90
3 4 9 3.4.9 349 3.6.6
2
Avec 3 :2=l+—+—
6 36 3
10- E?
7
3
2 Jid 3ty o1
—_—== =—+4+—| = et —+—
7T 7 7 2 47 2 4
Effectivement, le carré du
I 1(1 900 2 1(1(1(1

_+_
2 4

2_Nl6_4 1
g8 8 8 2
6+l?

4
14254 4100 _10
4 4 4 4

[

7

)

:—:_+_
224477 7 4

[

4

|

7

[

>
-

1 1

[

1

7

)

dénominateur

7

)

268

2 1
=— 4+ —
7 4

étant

|

1

L)

(2.4.7)* =3136

alors



[Le calcul de la racine cubique d’un nombre qui n’est pas un cube parfait par
approximation]

[Proposition]
Si on veut calculer la racine cubique d’un nombre [A] qui n’est pas un cube parfait, [on

pose A=n’+r1 avec N’ < A< (n+1)3].

On pose [également] YA=n+x oubien [n+ 1=3A+x ... *)].

Puis, on éléve au cube et on obtient : A=n>+3n2x=3nx% +x°

nous obtiendrons aussi %/K:(n +1)—-x et A=(n+ 1)3 —3(n+ 1)2 X+3(n+1)x - x> ]

, [d’une maniére analogue

3

En négligeant le terme X~ nous aboutirons a la relation A= n3 +3n2x+3nx> [et d’un

autre coté Ax(n+ 1)3 -3(n+ 1)2 X +3(n + I)X2 ... (**) équation du second degré a résoudre].

A-n?=3n?x+3nx>  estla quatrieme équation [dans le classement d’al-Khwarizmi]

dont la solution trouvée, X, sera ajoutée a I’entier N puisque n’ <A : la somme (n + X) serait
alors la racine cubique approchée du nombre A.

[Pour le cas (*)] la solution [de I’équation (**)] sera retranchée de 1’entier (n+1)

[puisque] A< (n+ 1)3 : la différence ((n+1)— x)serait la racine cubique approchée du nombre
Al.

[Exemple]
Calculer 310 ?

On pose Y10=2+x

Doou: (2+x) [= {10 1.

(2+x)’ =8+ x> +6x*> +12x et ce en appliquant la formule suivante :

(a+b)’ =a’ +b’ +3a’b +3ab”. [On obtient 10=8 + X’ + 6x* +12x (1)1

En posant X’ ~0 I’équation (1) serait équivalente a 6x> +12Xx +8=10 (2)
D’ou  6x*>+12x=2. On divise par 6 et on obtient X*+2X=1 qui est la quatriéme
¢quation [d’al-Khwarizmi].
3

(Dot x=\1+1-1 et ¥T0~2+(/T+1-1) puisque 10>(2+,/1+%—1) ]
Par conséquent 310 ~1+ /1+%

’- L’auteur n’a pas évoqué ce cas d’une maniére explicite il a seulement indiqué que la valeur de X sera ou bien

ajoutée ou bien retranchée d’un nombre dont il n’@gap précisé la valeur. L’idée que nous avons exposée est
celle qu’lbn al-Banna avait développée dans le Rafd al-hijab.



11-2.
ANALYSE DES EXTRAITS DU TALKHIS

ET DU
RAFGAL-H1JAB D’IBN AL-BANNA
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I11-2. 1. Analyse mathématique d’une section du
Talkhzs admal al-hisab d’lbn al-Banna
Extrait : Souissi Mohamed, Talkhzs admal al-hisab, Texte établi,

annoté et traduit, Publications de I’université de Tunis, 1969
p. 64
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Une section du
Talkhis adnal al-hisab d’1bn al-Banna®

4 23 5l e S OIS s o8 S il Jie OIS () usaall sl Cona (e dand o o8 G o) 5 (1208 )
@ o A D3l sed (S Ll il e el 2 3y dde g o () Caeliaall el g laad
P o i glhaall ate ld ands

230 I A Axse D3 G D3l e el Tkl s el Ciaa (e dend ) (383 o ) 5 (240 )
Y Al (e euda sllad)

il D3 M 4ie plac] aje dae et Gasllaal) daall o o a5 AT day sl 85 (3-408 )
Rl il sed A Led b g pmall o pall jia o aniy g e 5

D3 Ll IS (5 caleY) oz Al s iy oY) (8 el oy o sed 5 seSU da Wy (4-Aa )
) D3 (o bl 3s andld alie sl s Bl

8 _ SOUISSI, M. : Ibn al-Banna al-Marrakushi, Talkhf§75n5| al-hisab, [Ibn al-Banna de Marrakech, 1’abrégé des

opérations du calcul], op. cit., p. 64.



ANALYSE MATHEMATIQUE

[Proposition 1]

241, n*étantle plus grand carré entier plus proche

Pour tout nombre N qui s’écrit N =n
de N et r #0 nous avons :

Si r<n alors \/Kzn+L
2n
r+1

2n+2

Si r>n alors \/Kzn+

[Proposition 2]
Soit X; une valeur approchée de VA obtenue par la proposition 1 alors :
() -A

Xy =X B est une autre valeur approchée de JA plus précise que la premicére.
1

Clest-a-dire : (X )2 > (X, )2 >A.

Effectivement, (X; )2 —(x, )2 = {(Xl )2 — AJF((Xl )2 )+ A] >0.

2X1 2X1

[Proposition 3]

Pour tout nombre A , nous avons /A = avec (b2) un nombre carré qui est plus

VADb?
b

grand que A.

[Proposition 4]
Pour tout nombres a, b nous avons :

a +ab
b b

vJab sera calculé par approximation en appliquant les formules précedentes.

Si a et b sont des carrés parfaits alors \/E = ﬁ
b~ b
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I11-2. 2. Analyse mathématique d’une section du
Rafdal-hijab dan wujizh admal al-hisab
Extrait: Aballagh Mohamed, Rafd al-hijab d'lbn al-Banna,

Edition critique, traduction francaise et analyse mathématique,
These de Doctorat, Université de Paris I- Panthéon- Sorbonne,
1988
pp. 296, 407-409
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Une section du
Rafdal-hijab dan wujizh adnal al-hisab®

V) sany CanSall alin gl Uadig ald CanSal) alim 4ieS Jrald (S e dae (€ o) 1 (1-Ada )
SN Gl 7 A (m sl dasey iy le Q5 ol 8 2 Al CanSall Lty camS 5 s
KON P PN D PSR V- P PO\ FRRYWNEN NP P eGP R I R VON UP W O IRWA R |

c iy (sl (S5 ST S e 4k daaifiy (g jall dane e J gl bz el sl IS
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- ABALLAGH, M. : Rafd al-kijab d'Ibn al-Banna [Le lever du voil d’Ibn al-Banna], op. cit., p. 296.



Une autre section du
Rafdal-hijab dan wujith admal al-hisab™

SY) S e OISl gl A el U eyl 23l s 33

Sl 3l G e ) s 4 Al s o ) dga (e 48 Jenll diias (2408 )
) i e dpedll 5

b a5 JS S B b elld ey Sy ) s Cpends o smde 232l 3 o adle 5 (olaal)
c A e 8 Laadal 5 s
el L jaa¥) jia Ciman (b Sl Gy Sl pge Jie D) @l daall o Aladl) (S5
D3 G o Aladl) i sl s Cini (8 us)) o Jie Aladll Jaaty uSl) a e Ll
c il e e Ay reaY)
Gstlaall 222l e 1285 V) dad il 685 D adad) el e aliel g el usd s o o el
SBLS

Dha Cina e LSV g el s dlne G ALl e o SV ol dga (00 4 Jeall diia s (3-4a )
SV 3 (e el ity SV
Al oy il 38 3 Jead) 138 U S5 LS

& Lagie and (S puaS alia (b 4y pum g o peSg all J3ag o guidie SV asal L3s o @lld Ale 5 (gla )
3l s Camn b S Gy el a je Jie Aladll oS8 L A Coraa b Lavaal g alie
gl B bye Bl o asal i i (B sl e Jie pdina) 5SS a e Bl praliiind
S i D ) g ) aal Jaa 1Y Ji S Gyl g gl e Y
Sz A el s i o Aladl sl e sl jis i (G sl G Jie dladll Jea
o 2 i a0l 3 & S w3 e ok 38 L BEST s Ga sl a5 cu iy
G (o (S antis SV da Cina (e Aladl) il Jie LSY) J3a e el gl S W S
sl 7l e el dlyy, el s e dpentl sali s LY i
sl ys sreal) moals daae g D Aladll Jie s SV i Cien e dliadll £k ey (S
a3 LS a5 V) Lt 5l jia Cona el o (Y sl
O 0l 3l Gamm (B n 5 5SY) el ) i sed D3 e ST e e LY IS 1Y) 13618
e o HSY) a el Al &l ey G800 Aladl) a3l laal 5 Aladll & a5y . SV ) Caas
olin LS el s e Bpendl) 3350 i Cinia (e

Dl Cien ey lanl s Lgbe i o jda (g alicl SV ao el Aliad calS 1Y 4 4 a3hs (1)
SV D3 e Raandl) iy cand s g I oyt V)

O g 2aall g LAY Hial Jie gAY Aaills ) Jie il e deadll o gn ey (2)
Auliiall JaeY) Ay & e 28 LSSV ) aiai€ 4y jreal) Al 8 das sa s G sl

el Gl e

(s
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LOmme O sl 20a) Y Lege sane Chad paal) (8 aal s Leghy (e ) daw e

277



ANALYSE MATHEMATIQUE

[Proposition 1]
[Pour tout nombre non cube A, il existe un nombre entier n tel que nd <A< (n + 1)3 eta
sécrit A=n®+r]etona:

3n 2
ou bien
2 3
YA 4r o MHL, |0 _(n+1-A
2 2 3(n+1)

[Preuve]
a. On pose %/K = N+U , U étant un nombre inconnu qui vérifie 0<u<1.
Onaalors A=n>+3n%u+3nu?+u’.

2 A-n3

En considérant U’ ~ 0 on aboutit & I'équation  u“ +nu= qui est la quatrieme

3 2
. . . . e . A-n n n
[équation dans la classification d'al-Khwarizmi] dont la solution est U= 3 +(—j —-—.
n

3 2
D’ou la premiére formule : JA ~ ny A—n il .
2 3n 2

b. En posant cette fois-ci Q/Kz(nﬂ)—v avec 0<v<l, on aura

A=(n+1) =3(n+1)2v+3(n+1v2 —v3.

Et en considérant v> ~ 0 on aboutit & I'équation v~ + =(n+1)v quiestla

cinquieme [équation dans la classification d'al-Khwarizmi].

n+1)> (n+1P-A
2 ) ET R

. . n+1
La solution de cette équation est v:(T] - \/ (

2 3
D’ou la deuxiéme formule : 3/A ~ 1 *1 " (n+1j _ (h+1P-A ‘
2 2 3(n+1)

[Proposition 2]

Pour tout nombre non carré A il existe un nombre entier n tel que n? < A< (n+ 1)2 ;

(H" Si (A—n2)<((n+1)2 —A) alors VA=Vn?+r=~ n+A-:2

2
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_C’estle cas ou A est plus proche du plus petit carré.



[Preuve]
On pose JA=n+u U étant une fraction [qu’on essayera de determiner par
approximation].

Pour cela, on a : A-n?=2nu+u?.

On soustrait du second membre de 1'égalité le terme u?et on obtient :

2 2
A—n2~2nu.Ainsi, u:A n et \/Kzn+An
2n 2n

[Proposition 3]

(2)12 Si (A—n2)>((n+1)2 ) alors \/_ \/:~ n+1 n+1) — A

~ofntl)

[Preuve]
On pose (n+1)=ﬁ +U avec U une fraction [qu'on essayera de determiner par
approximation].

(n+1)? = A=u? +2JAu

En ajoutant le terme u? au deuxiéme membre de 1'égalité on obtient :

(n+1) - A~2u? +2J/Au = 2u(\/K+u): 2u(n+1).

2
Par conséquent, \/Kz(n +1)—u clest-a-dire VA~ (n+1) - (n+1)" - A .
2(n+1)
(n+1)% - A 2(n+1)—[(n+1)2—Aj
Or, (n +1) - =N+
2(n+1) 2(n+1)
D’ou la formule JA=vn?+r ~n+ iA_nlE
n +
[Résultats]
: 2 ((n+1)2 - A)—l
1- Si ((n+1) —A)>(n+1) alors \/Kz(n-ﬂ)— _
2(n+1)-2
2- Si ((n+1)2— A) :(n+1) alors A—nZ =n.
2
Dans ce cas, A= n(n + 1) et A est défini par le rapport : Az = (n —;\1)

La valeur approchée de VA est détérminée comme étant la moitié de la somme des deux

racines : \/Kz%((n+l)+ n) .

[Proposition 4]
Pour tout nombre A nous avons :

12_(C’estle cas ou A est plus proche du plus grand car79
13 _ Cet énoncé sera donné sous forme de ramarque vers la fin de cette section..



Pour tout nombre b que 1’on pourra choisir, éventuellement, comme une puissance
quelconque de 60",

[Proposition 5]

6
b b b
[Preuve]

La preuve des deux propositions est basée sur la relation suivante : v/a.b =+aqb.

[En effet,

[Remarque]
Si un nombre A se décompose en produit de deux nombres entiers consécutifs la valeur

approchée de sa racine carrée est donné par la formule suivante :

Si A:n(n+1) alors \/Kz%((n-f-l)-‘r n)

. L auteur a précisé que ce procédé est surtout utilisé gans la base sexagésimale.
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IV-1. ANNEXE 1

Les procédés d’approximations de la racine carrée d’un nombre dans la
tradition mathématique mésopotamienne

Certains textes babyloniens contiennent des nombres irrationnels mais les valeurs qui
leurs sont attribués sont des nombres fractionnaires. La méthode ou bien le raisonnement, qui
permettent de déterminer ces valeurs, n’ont pas été explicités. L insuffisance d’informations qui
pourraient expliquer le choix de telle ou telle autre valeur pourrait suggérer plusieurs
interprétations et conjectures.

L’analyse des textes babyloniens, publiés a partir des tablettes qui ont été exhumées
jusqu’a présent, nous informe que parmi les problémes qui ont été étudiés par les calculateurs
babyloniens figurent ceux qui sont consacrés a la résolution des équations du second degré. Les
termes géométriques qui sont utilisés sont : le carré, la surface, le coté. Quant a la solution, elle
est présentée comme le résultat d’un ensemble d’opérations arithmétiques données sous forme
d’instructions. L’algorithme qui est exposé par ces calculateurs est celui de la résolution des
équations du second degré connu de nos jours.

L’extraction de la racine carrée est une des opérations qui est évoquée dans ce calcul mais
les données sont choisies de telle sorte qu’elle s’effectue sur un carré parfait'.

Dans d’autres textes, qui traitent des problémes différents, cette opération est effectuée
sur des nombres qui ne sont pas des carrés parfaits comme ’entier 2.

Deux valeurs ont été attribuées au nombre irrationnel v/2 : 1,25 et 1;24,51,10. La

deuxiéme valeur est plus précise que la premicre. Elle est inscrite dans la tablette de Yale avec
d’autres valeurs qui sont 0; 30 et 0; 42, 25,35 et un diagramme représentant un carré avec ses
deux diagonales'®. L’interprétation qui a été donnée au contenu de cette tablette est la suivante :

Calculer la diagonale d’un carré de c6t¢ 0;30 en attribuant la valeur 1;24,51,10 au nombre
irrationnel /2 .

En adoptant cette valeur et en appliquant le théoréme de Pythagore nous retrouvons la
valeur de la diagonale ainsi : d :0;30><\/5 =0;30x1;24,51,10=0;42,25,35.

Le méme théoréme peut €tre utilis€¢ pour résoudre le probleme 6 de la tablette VAT 6598
qui consiste a déterminer la diagonale d’une porte rectangulaire de hauteur 40; et de largeur
10;.

Ceci revient a effectuer le calcul suivant (40)2 + (10)2 =10~/17 . Et la valeur qui a été
attribuée au résultat est 41;15 17,

Nous allons exposer le procédé suggéré dans les études, qui ont été consacrées aux
mathématiques babyloniennes, pour retrouver les valeurs approchées citées ci-dessus. Nous
montrerons aussi les différentes maniéres d’utiliser ce procédé.

Dans YBC 7289 sont représentés le schéma et les nombres suivants :

. Pour les textes babyloniens voir CAVEIN, M. : La constitution du type mathématique de I’idéalité dans la
pensée grecque, Thése de Doctorat, Université de Paris X, 1977.

. CAVEING, M. : La constitution du type mathématique de I’idéalité dans la pensée grecque, op. cit., Tome III,
p. 1387.

17 CHARBERT, J.L. & BARBIN, E. & GUILLEMOT282 & PAJUS, A. M. & BOROWCZYK, J. & DJEBBAR,
A. & MARTZLOFF, J.C. : Histoire d’algorithmes, du caillou a la puce, op. cit., p. 229.



0; 30 représente le coté du carré.
Les deux wvaleurs 1; 24, 51, 10 et 0; 42, 25, 35 représentent

respectivement\/i , 0;30\5 .

Le résultat suivant (1; 24,51,10)2 =1;59,59,38,1,40 permet de dire que la valeur attribuée
au nombre irrationnel /2 est assez précise.

L’idée qui permet de retrouver ces valeurs utilise uniquement deux opérations : 1’addition
et la division qui expriment ensemble le concept de la moyenne arithmétique. Nous avons
appliqué cette notion de deux manieres différentes :

1-Le premier procéde

Nous considérons X; =1 une premiére valeur approchée du nombre V2.

Elle est par défaut car elle vérifie : (X, )2 =1.

Ensuite, nous considérons une deuxiéme valeur : X, =— =2.
Xi

Celle-ci est par exces.

Une troisiéme valeur est obtenue en utilisant la moyenne arithmétique

Elle vérifie (x; )2 =2+ %

Elle est meilleure que les deux précédentes et elle est par exces.

'8 Si on prend par exemple a comme une valeur approchée de \/E et avec le fait que 2= \/5 \/5 , On pourra

écrire 2 =2 .a. Ainsi, b = — serait une deuxiéme valeur approchée qui sera par défaut si a est par excés et par
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Nous pouvons calculer une quatrieme valeur de la maniére suivante :

Puis, comme X, est par défaut, une cinquiéme valeur approchée est obtenue en utilisant la

. o ) 1 (3 4\ 17 5
moyenne arithmétique : Xj :5(X3 + X4):5 E+§ :E: 1+E

300 1,255
1260 60

Dans la base sexagésimale, I’expression de cette valeur est X5 =1+

qui est une des deux valeurs données dans les textes babyloniens.

Nous poursuivons le procédé pour retrouver d’autres valeurs. Mais avant, nous notons

1
que X5 est par exces car (X5 )2 =24+—
144
o o 2 24 7. .
Ainsi, nous calculons la sixieme valeur : X4 = F:ﬁzl + Tl qui est par défaut.
12

Ensuite, la septiéme valeur est obtenue en utilisant la moyenne arithmétique
1(17 24j 577 _577 _,, 169

X; =L(Xs +Xg)=t| =+ = |=——="=1+—r.
7 2(5 6) 212 17 2.12.17 408 408

Celle-ci s’exprime dans la base sexagésimale comme suit
169.60 24 29.60 24 51 3
l+—+——=1+—+ +

60 602 17.60>

2.12.17.60 60  2.17.60>

24 51 180 24 51 10 10
—+ 1

+ =1+—+ + +
60 602 17.60° 60 60%> 60° 17.60°

En considérant le nombre fractionnaire assez petit, nous pouvons attribuer au terme X~

17.60°
la valeur 1;24,51,10 19

Le choix de cette valeur et I’arrét du processus a cette étape pourrait étre expliqué par le
fait qu’il est impossible de simplifier le nombre 17 du dénominateur de la derniére fraction™.

2- Le deuxiéme procédé

La deuxiéme maniére d’utiliser I’idée de la moyenne arithmétique est la suivante :

Nous posons X; =1, la premiére valeur de+/2 qui est par défaut. Et X, =2, la deuxi¢me
valeur qui est par exces.

_Nous pouvons évaluer la précision de cette valeur en exprimant son carrée dans la base décimale :

2 1
() =2+ Tpaea

0_ Cette supposition est proposée par M. Caveing, Voi28AVEING, M. : La constitution du type mathématique de
I’idéalité dans la pensée grecque, op. cit., pp. 1149-1150.



. . 3 1
Une troisiéme valeur est calculée ainsi Uy = X3 =2(x; + X, )= 1(1+ 2)=5:1 -

Puis, en constatant que X3 est par exces, nous calculons une quatrieme valeur U, en

utilisant la moyenne arithmétique entre X3 et X;. On obtient U, = %(1+%)=1 +% qui est par
défaut.

Nous calculons d’autres valeurs approchées de la méme manicre a partir de deux valeurs
obtenues par les calculs précédents dont I’une est par excés et Iautre est par défaut®'. Voici les
résultats qu’on obtient :

Uy = %(Ul + uz)z 1,375 (par défaut)
Uy =3(uy +u;)=14375 (parexces)
Us = %(u1 +Uy)=1,40625 (par défaut)

Uy =1 (uyg +Uye ) = 1,4142483743 427734375 (par défaut)

Cette dernicre valeur est celle qui coincide a six chiffres apres la virgule avec la deuxiéme
valeur précise des babyloniens c'est-a-dire 1,414248.

Pour conclure cette section, nous signalons que le deuxiéme procédé ne permet pas
d’atteindre la premicre valeur qui est 1; 25.

Mais, nous pouvons vérifier qu’il est possible de poursuivre le premier procédé afin

d’obtenir une meilleure approximation que celle suggérée par les babyloniens. Nous présentons
la généralisation de ce calcul comme suit :

En adoptant I’écriture A= n?+r.

Et, en considérant la premiére approximation X; =n et la deuxiéme X, =—.
n

Une troisieme valeur approchée est obtenue en utilisant la moyenne arithmétique

X =l(n+5j
375 n)

2
. r
X3 est par exces puisque (X3 )2 =A+ (2—j .
n

Nous poursuivons le calcul en remarquant que :

. . A . . .
Si Xy est par exces alors — est par défaut et inversement. Effectivement :
Xk
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1 1 A A
Si Xy > \/K alors —<— et —<— = \/K
K Xk JA Xk JA

Et, si Xk<\/K alors L>L et i>i=\/ﬂ.

Xg VA X A

Nous obtenons ainsi une suite de nombre (x, )n définie ainsi :

Nous avons déja vérifié que cette suite converge vers v A .

Tablette de Yale
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IV-2. ANNEXE 2

Les procédés d’approximation de la racine carrée et de la racine
cubique d’un nombre dans la tradition mathématique grecque

Le nombre irrationnel /A , A étant un nombre entier qui n’est pas un carré parfait, a été
considéré dans les textes mathématiques grecs comme une grandeur géométrique que 1’on peut
construire a 1’aide de la régle et du compas. La proposition 14 du deuxiéme livre des Eléments
d’Euclide (III° s. av. J.-C.) propose une méthode pour le représenter géométriquement™.
D’autres méthodes ont été exposées par Euclide.

Certains mathématiciens et astronomes ont exprimé¢ la valeur de I’irrationnel JA en
nombres fractionnaires. Deux procédés au moins ont été utilisés dans la tradition mathématique
grecque pour déterminer ces valeurs : Le premier est celui qui a été clairement décrit par Héron
d’Alexandrie. Le deuxiéme a été exposé par Théon (III° s.) en utilisant une représentation
géométrique.

1- Les procedes décrits par Heron d’Alexandrie

Dans son ouvrage intitulé les métriques, Héron d’Alexandrie (vécu vraisemblablement
vers I°s.) a donné des indications sur des méthodes qui permettent de calculer la racine carrée
d’un nombre qui n’est pas un carré parfait et la racine cubique d’un nombre qui n’est pas un
cube parfait.

L’ouvrage est divisé en trois livres : le premier sur la mesure des surfaces, le deuxiéme
sur la mesure des volumes et le troisiéme sur la division des figures dans un rapport donné>.

Le procedé d’approximation de la racine carrée

Dans le livre I, Héron a décrit une méthode d’approximation de la racine carrée sur un
exemple précis. Il a explicité les étapes importantes du procédé et a exposé l'idée des
approximations successives.

C’est le calcul de la surface d’un triangle dont les c6tés sont 7, 8, 9, qui a amené Héron a

évaluer~/720 .

11 a d’abord écrit 729=(27)% =720+9..

Puis, il a donné la premiére approximation : /720 z%(27 + 72i70j =26+ %(éj .

2
. . . 1(1 1
Il a aussi évalué I’erreur en calculant le carré de cette valeur : (26 + E(ED =720+ Ve
Ensuite, il a suggéré de minimiser cette erreur en répétant les mémes opérations sur le

nombre carré 720 + i 24

Dans le méme ouvrage, il a donné 1’approximation J63~7 + % + % + % + % . Ce résultat

s’obtient directement en appliquant le procédé qu’il a décrit™.

22 VITRAC, B. : Euclide, Les Eléments, Presses Universitaires de France, Paris, vol. 1, 1990, p. 361.

 _HEATH, T. : A history of Greek mathematics, New York, Dover Publications, Inc, vol. 2, pp. 308, 316-318.

2. HEATH, T. : A history of Greek mathematics, op. cit., p. 324. CHARBERT, J.L. & BARBIN, E. &
GUILLEMOT, M. & PAJUS, A. M. & BOROWCZ2RK, J. & DJEBBAR, A. & MARTZLOFF, J.C. : Histoire
d’algorithmes, du caillou a la puce, op. cit., p. 231.



. , , e, A . o . 2
Heath a signalé que Héron a utilisé dans le méme livre I’approximation suivante NE) zg

sans préciser le procédé qui permet de I’obtenir.
Pour cet exemple, nous remarquons que la valeur calculée par le procédé, qu’il avait
décrit, est moins précise. Mais la réduction de 1’erreur permet d’obtenir une meilleure valeur :

1(. 3) 7 7\ 1
Effectivement, la premiére valeur est —| 2+ — |=— et vérifie| — | =3+—.
2 2) 4 4 16
2
Mais, la deuxiéme est 9—7 et elle vérifie: 9—7 =3+ L avec
56 56 3136

97\* (26)?
— | -|—| <0O.
56 15
Nous présentons 1’idée principale de ce procédé dans le cas d’un nombre quelconque
comme suit :

Soit A un nombre qui n’est pas un carré parfait et posons (n + 1)2 le carré le plus proche

de lui. VA ~ %[(n +1)+(n—il)J .
(17— AT

Cette valeur est par exces car : {%((n + 1)+—(n ﬁ l)ﬂ =A+ {W

2
2
%} , la deuxiéme valeur approchée suggérée est :
+
1 A
\/_ ~ E((Xl )-I——j .

|

2 2 5 2 ) )
L’erreur commise est {(Xl)—_A} avec {(Xlz) _ A] < {(n +1) - A] .

2(x,

Pour minimiser I’erreur l:

Le procédé d’approximation de la racine cubique
Dans le livre II, certains calculs ont amené Héron a calculer 3100 . 11 a donné la valeur

suivante 3100 ~4 + % 26 en décrivant le procédé qu’il a utilisé :
1l a d’abord écrit 4> = 64 < 100 <125=5>,

Puis, il a calculé la valeur approchée comme suit :

3 5(100 - 64) 180 9
100 ~4 + YL A
5(100 - 64)+100 280 14

D’aprés Heath le nombre 100 qui est ajouté dans le dénominateur n’est pas le méme que
celui qui est utilisé dans 1’opération précédente. Dans la premiere opération, 100 représente le
nombre dont on cherche la racine cubique. Mais lorsqu’il est ajouté, il est considéré égal a
4x25. Ainsi, il serait possible d’écrire la formule de la mani¢re suivante :

»_HEATH, T. : A history of Greek mathematics, op. ci2 88 326.
% _ Op. cit., vol. 1, p. 64.



YAxn+ (n+1)xdy avec N un entier qui vérifie n° <A <(n+1)3 , dI:A—n2 et
(n+1)xd; +n.d,

dy=(n+1)° - A%

Méthode de Théon d’Alexandrie

Dans son commentaire sur 1’Almageste de Ptolémée, Théon a proposé une interprétation
géométrique au procédé d’approximation qui détermine la valeur du nombre irrationnel

V4500 qui a été donnée par Ptolémée égale & 67;4,55 .
Nous allons exposer la méthode de Théon dans le cas général c'est-a-dire pour la racine
carrée d’un nombre quelconque. Ensuite, nous présenterons ses calculs pour le cas

particulier+/4500 .
1- Dans le cas général :

Nous nous proposons de calculer une valeur approchée du nombre irrationnel v A .
Pour cela, on représente le nombre A comme la surface du carr¢ ABCD.

On pose A=n? +r , N étant le plus grand carré plus petit que A.

Le carré (AEFG) représente n? et la surface du gnomon (EBCDGF ) représente le reste

[a=n?).

D

Le calcul d’une valeur approchée de X, qui vérifie x=vA-n et qui est représentée par le
segment de droite [EB] se fait par étapes :

*_ Pour justifier la formulation, Heath a utilisé Iidée qui consiste a négliger les fractions inférieures a I’unité.
Nous signalons que Héron n’évoque pas cette notion méme pour 1’extraction de la racine carrée. Voir HEATH,
T. : A history of greek mathematics, vol. 2, op. cit., p. 341.

*_ CHARBERT, J.L. & BARBIN, E. & GUILLEMOT, M. & PAJUS, A. M. & BOROWCZYK, J. & DJEBBAR,
A. & MARTZLOFF, J.C. : Histoire d’algorithmes, du caillou a la puce, op. cit., pp. 233-234. HEATH, T. : A
history of Greek mathematics, op. cit., vol. 1, pp. 60-&89



2

a- On pose U = puis on considere (n+[u1]) comme une valeur approchée du

nombre A :

On exprime le numérateur (A— nz) en minutes puis on effectue la division et on pose
EH =[u;]=v,.

Sivy < (\/K — n) alors (n + Vl) serait une valeur approchée par défaut.

b- On pose alors x'=+A —(n+v;). Et de la méme maniére la surface du gnomon
(HBCDJI) représenterait le reste (A—(n +V )2 )

A-(n+v)?

En posant v, ={ 2(n+v )
1

}, et (N+v) +V, ) serait une deuxiéme valeur approchée du

nombre irrationnel v A .
Nous pouvons répéter ce procédé autant de fois qu’on veut afin d’obtenir une valeur plus

proche de JA.
2- Pour le cas A=4500

Nous avons : V; < (\/K - n) ainsi la premiére approximation est par défaut.
11.60 660’ {660’} "

Effectivement, 4500=(67)2 +11, = e =
2.67 134 | 134

2
D'ou X; =67;4 et (67 +ij _ 4497+3370 4408
60 3600

. 2 . "
Nous poursuivons les calculs ainsi : 4500 (67’4) = [(2’3’ 44)'60}—{7424 } 35

2(67;4) 2(67:4) | | 1348 | 602"
Et la deuxiéme valeur approchée obtenue est X, =67;04,55.

La représentation de Théon a permis de donner une interprétation géométrique des étapes
les plus importantes de ce calcul. Mais, le procédé qu’elle décrit dépend du résultat obtenu dans
la premicre étape.

En effet, la premiére valeur dans I’étude de Théon est par défaut. Le cas ou elle serait par
exces n’a pas €té envisagé.

Par exemple, pour calculer /55 , nous avons55= 72 + 6.

Selon le procédé de Théon, nous avons o = 360 et 55~7+
14 14.60

360
14.60

}= 7;25 qui est

une valeur approchée par exces car : (7; 25)2 =55;00,25

Nous ne pouvons pas poursuivre les calculs ainsi mais nous pouvons changer 1’opération
de cette premicre étape et soustraire de la racine exacte le résultat, obtenu en divisant I’exces
par le double de cette racine au lieu de la lui ajouter. On obtient, ainsi, une valeur trés précise.

‘A‘(”“’l)z‘ 0;00,25

= =0;00,01 alors
2(n+v) 2.7;25

Effectivement, si on pose  Vj

V55~7;25-0,00,1=7;24,59 .
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Avec (7;24,59)% =54;59,24,10,1.

Il est possible aussi de commencer le procédé avec une valeur par défaut qu’on calcule
avec la méthode de Héron.
Théon n’a donc pas signalé ce cas peut étre parce qu’il ne correspond pas a celui qui est

représenté dans 1I’exemple 4500 =76;04,55 qui a été proposé par Ptolémée.
Nous remarquons par contre qu’il est possible d’appliquer la méthode de Théon dans la
base décimale de la manicre suivante :

6 (6.10), 60|, _1 2
—=|— 107", 557+ — |10 " =7,4 avec (7,4)" =54,76 < 55.
14 ( 14 j {14} ( )

Cette valeur est par défaut et est moins précise que 7;25 . Mais, en poursuivant le procédé

de Théon nous pourrons I’affiner.
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INDEX DES NOMS PROPRES

Cet index contient tous les noms des personnes citées dans la theése. Ceux qui sont
signalés dans les notes sont indiqués par Xn, X étant le numéro de la page.
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